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Die schärferen Begriffsbestimmungen und Bevveismethodeii, 
welche die moderne Mathematik entwickelt hat, gelten in den 
Kreisen der Gymnasiallehrer vielfach als abatinis und über- 
trieben abstraft und werden dementsprechend gern so an- 
gesehen, als seien sie nur für den engeren Kreis der Specialistea 
von Bedeutung. Demgegenüber hat es mir Vergnügen gemacht, 
im vergangenen Sommer vor einer grösseren Zahl von Zuhörern 
in einer zweistündigen Vorlesung darzulegen, was die neuere 
Wissenschaft über die Möglichkeit der elementargeoraetrischen 
Constructionen zu s^en weiss. Schon vorher, als ich den 
Teilnehmern des in den Ostei-ferien in Göfctingen stattfindenden 
Ferieneurses eine Skizze dieser Voi-träge vorlegte, schienen 
dieselben besonderes Interesse zu finden, und dieser Eindruck 
hat sich mir im Laufe der Sommervorleeung nur befestigt. 
Ich wage also, ein kurze Ausarbeitung meiner Vorlesung zu der 
demnächst in Göttingen stattfindenden Versammlung des Vereins 
zur Fördemng des mathematischen und naturwissenschaftlichen 
Unteii-iehts als Festschrift zu übeiTeichen. Diese Ausarbeitung 
ist von Herrn Oberlehrer Tägert in Ems fertig gestellt worden, 
der an dem vorgenannten Feriencurs Teil genommen hatte 
und dem ich ein Collegheft zur Verfügung stellen konnte, das 
von mehreren Zuhörern meiner SommeiTorlesung unter meiner 
Aufeicht geführt worden war. Möge die kleine Schrift in ihrer 
anspintchslosen Form im Sinne der Bestrebungen des Vereins 
Gutes wirken! 

Uöttingen, Ostern 1H95. 
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Einleitung. 

Diese Vorlesung verdankt dem Wunsche ihre Entstehung, clas 
Studium der Mathematik an der TJuiversität mit den Interessen der 
Schulmathematik mehr als sonst üblich in Fühlung zu bringen. 
Sie ist trotzdem keine Anfangsvorlesung, da sie ihre Themata nicht 
in der "Weise der Schule, sondern von einem höheren Gesichtspunkte 
aus behandelt. Dagegen sind die vorauszusetzenden Kenntnisse 
gering. Es wird nur von den Elementen der Analy^is Gebrauch 
gemacht, wie beispielsweise von der Reihenentwicklung der Ex- 
pon entialf uncti on . 

Es sollen im Folgenden die geometrischen Constructionen be- 
handelt werden, und zwar soll weniger nach der Auflösung im 
einzelnen Fall, als vielmehr nach der Mliglid^eit resp. JJnmöfflkh- 
ieit, eine Lösung zu finden, gefragt werden. 

Drei Probleme, die bereits im Altertume untersucht wurden, 
werden dabei im Vorfergrunde des Interesses stehen. Es sind 

1) das Problem der Yerdoppelwng des Wvrfels (auch das 
Delisehe Problem genannt), 

2) die Ih-itUeÜ\mg emes beUeUgeii Wmkels, 

3) die Quadratur des Kreises d. h. die Construction von tt. 
Bei allen diesen Aufgaben haben die Alten vergebens eine 

Lösung mit Zirkel und Lineal gesucht, und eben darin lag die 
Berühmtheit derselben, dass zu ihrer Bewältigung höhere Hülfs- 
mittel nötig schienen. Wir werden in der That beweisen, dass 
eine Auflösung durch Zirkel und Lineal unmöglich ist. 

Was den Nachweis ad 3) angeht, so handelt es sich dabei 
bekanntlich um einen ganz modernen Portsohritt. Die Entwieke- 
lungen ad 1) und 2) sind implicite in den allgemeineren Be- 
trachtungen der Galois' sehen Theorie enthalten, wie man sie 
heutzutage in den Lehrbüchern der höheren Algebra findet. Da- 
gegen fehlt auch bei diesen Problemen eine explicite Darstellung 
in elemenf-arer Form, wenn ich von den Lehrbüchern von Petersen 
absehe, die auch in anderer Hinsieht sehr bemerkenswert scheinen. 

Zunächst wollen wir den Unterschied zwischen praMiscIier und 
ßieoretischer Construction betonen. Soll beispielsweise ein Teilkreis 
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2 Einleitung'. 

für ein Messinstruiiient verfertigt werden, so erfolgt (le';seii Her- 
stellung einfach durch Probieren. Theoretisch möglich (d. h. durch 
Zirkel und Lineal theoretisch herstellha,r) war früher nur eine 
Teilung des Kreises in 2'', 3 und 5 Teüe und Combinationen 
hiei-aus. Hierzu hat Gauss jioch andere Fälle hinzugefügt, indem 
er die Möglichkeit der Teilung in p Teüe, wo p eine Primzahl 
von der Form p = 2^' -|- 1 ist, und die Unmöglichkeit für alle 
andern Zahlen bewies. Die Praxis gewinnt hieraus nichts. IHe 
Bedefutung äer Gaussis^m Eni/wichehmgen ist eine reim theoretische. 
Dies gilt Yon den sämtlichen Betraehtuugen der gegenwärtigen 
Voriesung. 

Bei der Fragestellung unseres Hauptproblems: Welcfie Äuf- 
ffobm sind (in theoretischem Sinne) construia'bar, welclie nicht? 
müssen wir, um den Ausdruck „construierhar" schärfer zu fassen, 
die Hülfsmittel nennen, deren wir uns gegebenenfalls bedienen 
wollen. Wir unterscheiden 

1 Zirkel und Lineal, 

2 Ziikel allein, 

3 Lineal aUem, 

4 weiteie Appaiate, die wir zu Zirkel und Lineal hinzu- 
nehmen 

Das Eigentiimhchp ist, dass die Elementargeometrie nicht zu 
einer Beantwoilung der Fiage ausreicht. Wir müssen Anlehnung 
nehmPn an Algehi-a und Analysis und fragen zunächst: Wie druckt 
sich in dei Sprache diesei Wissenschaften die Verwendung von 
Lineal und Zirkel ?ui Construction aus? Die Notwendigkeit dieser 
G-edankenwendung liegt dann, dass die Elementargeometrie keine 
allgemeine Methode, keinen „Algorithmus" besitzt, wie die letzt- 
genannten beiden Discipiinen 

Wii haben m der Analysis erstens rationale Operationen. 
Dahin lechnen wir die Addition und die Subtraetion, sowie die 
Multipheation uud die Division Diese Operationen sind direet geo- 
metrisch bei 7wei gegebenen Strecken durch Proportionen zu lösen, 
wenn man im Falle der Multiplication und Division noch eine 
Bmheitsstrecke hmzummmt Weiterhin giebt es aber irrationlüe 
Opeiationen, und die'ie teilen wir ein in ajgebimsclic and trans- 
rendente 

Die einfachsten algebiaischen Operationen sind das Ausziehen 
dei Quadiat und femei der höheren Wurzeln, sovrie die Auf- 
losung von algebraischen G-leicbungen, die sich mit Zuhülfenahme 
von Wui/fln nvhi lufliiscii lassen, wii' die fünften und höheren 
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firades. Hiervon ist nun ]/« ö bekanntiicli eonstniierbai-, und somit 
können die rationalen Operationen überhaupt, und die irrationalen, 
soweit es sich um Quadratwurzeln haadelt, construiert werden. 
Andrei-seits ist jede eimehie geometrische Constnictiou, die auf 
den Schnitt zweier gerader Linien, einer geraden Linie und eines 
Kreises oder zweier Kreise zurückkommt, mit einer rationalen 
Operation oder der Ausziehujig einer Qaadratwm-zel gleiehbedeutead. 
Bei den höheren irrationalen Operationen ist also die Constmetion 
unmöglich, es sei denn, dass mim eine Methode finden sollte, bei 
ihnen mU Qtmdratwurgeln dm-dmdtowmen. Selbstvei^tändlieh darf 
es sich hei allen auszuführenden Construetionen nui- um eine 
endlidie Anzahl von Operationen handeln, und somit haben wir den 

Hauptsatz: Mn analytischer Aasdruch ist dami uftd wm- 
dämm, mit Zirkel wnd Lineal construierhar , wmn er aas den he- 
hj/miien Grössen dweh eäie endli<^e ÄnzaJd raMonaler OperoMonen 
tmd Quadraiviurzeln abztUdten ist. 

Wollen wir also später zeigen, dass eine Grösse durch Lineal 
und Zirkel nicht construierhar ist, so haben wir bu beweisen, dass 
die G-leiehang, in deren Form das Problem gekleidet ist (z. B. 
ic^ = 2, Kreisteilung, Winkeldrittteilung) , nicht durch Quadrat- 
wurzeln in endlicher Zahl gelöst werden kann. 

A fortiori ist die Lösung unmöglich, wenn überhaupt keine 
algebraische Gleichung vorliegt. Ein Ausdruck der keiner solchen 
genügt, heisst eine transeendente Zahl. Dieser Fall trifft unter 
andern, wie wir zeigen werden, hei der Zahl ti ein. 
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Algebraiäche Gleichimgon , 



Erster Abschnitt. 
Die MSglichkeit der Construetioii algebraischer Ausdrücke. 

I. Kapitel. 

Uebor diejenigen algebraischen Gleichungen, welche sieh 
durch Quadratwurzeln lösen lassen. 

Die tollenden batze aus dei Theone dei algeUiaischeu Glei 
chungeii werden 7w<u. allgememei bekannt &em doch. soUeu sie 
dei giö(.=!eien TJebeisichthchkeit halber hier nach einmal Itui ab 



Lie^t 7V1 Lonstruetioii iigend eine firosse a voi welch«^ nui 
durch latiönale Ausdrucke und Quadratwuizeln bestminit ist so 
kann dieselbe jedenfalls eihalten werden als Wuizel einer iiiedu 
tiblen Gleichung f{r) ^ und es handelt sich zunach'.t darani 
den Grrad diesei GleiPhunif /u untersuchen Es wnd sich heiaus 
stellen da s dei-selbe immer e ne P ten von 2 sein rius 

1 Es sei uin eiae klaie Autfassung von Ipin Bau dei Gius&e 
X 7u gewinnen, 



y'a + yc + ef-i-Vd + yb p + Vq 

- ■ ys + jA" " -^ V'r ' 

wobei abcdefpqi lationale Ausdi-ucke sein seilen 
Wn eihalten dann folgenden Einte üungsgmnd 

2 Wn sehen zu wie viel Quadiatwuizeln m einem Bestand 
teile des x über emandei stehen, und nennen lie Zahl deiselben die 
Oidnung diese-' Sclandteils so haben wu in unseim Beispiele 
Ausdrdcke you dei Oten Iten und 2ten Oidnung 

3 Be7eichnen wn mit ft die Manmatotdmmg die m unseini 
Ausdmck 1 voikonimt, so dürfen also m demselben nugendwo 
mehi ils (t Wurzeln libei emandei stehen 

4 Bei dem Beisinele i. = y2 -\- Y^ -\- yi baten wu zu 
nächst drei Ausdiücke eister Oidnui ^ ^\ u 1 ji nen fm i a^ ei 
auch setzen 
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ilie eich durch Quadrat wiu'z ein lösen lassen, 5 

wo die ZaM der Äusdiücke erster Ordnung auf zwei reduciert 
ei-sclieint. Eine soiclie Eeduetion denken wir uns allgemein bei 
jedem vorgelegten Ausdruck X hinaichtlicli der Terme von der 
Maximalordnung gemacht. Wir sd^m also fortmt voraus, dass von 
den n 6iiedei-n der jifen Orämmff keines durch die üirigen GUeäer 
fitm- und die sonst eliea in x aufträendm Glieder niederer Ordnung 
ratiancA ausd/rücMar sei. 

Entsprechend machen wir die gleiche Annahme bei den Gliedern 
(ft — l)-ter und niederer Ordnung, mögen dieselben esplicite oder 
implicite vorkommen. Diese Hypothese ist, wie man sieht, sehr 
natttrlieh zu machen und fto den späteren Beweis sehr wichtig. 

5. Wir wollen jetzt X in eine Normalform setzen, x kann 
aus einer Reihe von Summanden mit verschiedenen Nenneni be- 
stehen, diese bringen wir auf gleiche Nenner und erhalten so x 
als Quotienten zweier ganzen Functionen. 

Ist nun Yq einer der in x auftretenden Bestandteile fiter 
Ordnung, so kann YQ in x nur expUcite enthalten sein, da j* ja 
die Masimalordnung ist. Da ferner höhere Potenzen von yQ auf 
YQ und Q, was ein Glied niederer Ordnung ist, zurüokkommen, 
können wir setzen 

c + dy~^' 

wo a, l>, c, d nur noch (n — 1) Glieder von fiter und sonst nur 
Glieder niederer Oi-dnung enthalten. Multiplicieren wir Zähler und 
Nenner mit t; — d yQ, so wird 
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R Algebraische Gleichungen, 

•• - («u + «u I^Ci) . ß-(ßn + ßi: V'Ö . 

' - («u + «u yft) + ißn + ß„ VVi) V<i ■ 

6. In analoger Weise machen wir für die verschiedenen Terme 
(fi — l)-ter Ordnung , welche explicite und in den Ausdrücken 
Q,Q.y,.. . vorkommen, die analoge Umformung, so dass wir in 
jedem Gliede immer nur eine ganze lineare Function des einzelnen 
Ausdrucks (fi — l)-ter Ordnung vor uns haben. Dann schreiten 
wir KU den Bestandteilen niederer Ordnung fort, die wir ent- 
sprechend behandeln, und erhalten schliesslich x bez. seine Bestand- 
teile in Beziehung auf die explicite vorkommenden einzelnen Wru^e!- 
grössen als eine ganze rationale Function des ersten Grades. Damit 
haben wir * in äie Normalform gesetzt, wie wir uns ausdrücken wollen. 

7 De Gesamtzahl der n d e e Nonnalform vorkommenden, 
nach unsre Annahme ( ehe 4 ) von e nander unabhängigen Quadrat- 
wo zeln se Aendern w n ui n beliebiger Weise das Vor- 

e hen eine jeden die e "VI zeln so erhalten wir ein System 
von 2 Au d -ucke a- jr , die wir als amjiiffieiie 

G <fe e beze h e w llen 

E VI 1 h etzt darun ha dein die Gleichungen zu unter- 
uchen lenen d s onjugie ten G o sen als Wni-zeln genügen. 

s?nalt te htnt endig, dass alle oonjugierten 

C n n nande ve h eden nl Wäi-e z. B. 

so ändert es sich nicht, wenn yb in ^ YJ) übergeht. 
9. Ist nun X eine beliebige Grösse und bilden wir 
F(,)-{ -',){^-',) {'-',) 
SO ist J'(r) = U zweifellos eme Gleichung welche unsere c i 
jugierten Glossen zu Wuizeln hat Sie ist vom Giade 2 kini 
abei nach 8 mehrfache Wiuveln enthalten Wu werden zeigen 
dass beim Ausmultiphcieien alle Wmzelzeichen vei-schwuiden und 
da'i'i J'(x) WM» yfitmial Coeffii^nftn Jwii Aendert sich namlich 
das Vorzeichen emei dei m F(s') enthaltenen Quadiat wurzeln so 
andei-t sich damit eine dei ^\uizeln Lj, damit mdett sich abei 
gleichzeitig ent piechend die Wurzel Xx so dass die eine in die 
andeie übergeht denn F{i) muis auf jeden Fall alle duiüi Vei 
tauschung dei Vorzeichen heivoikommenden ausdrücke j. enthalten 
Da nwn aber ij und ij nui in der niuitiplicativen Verbindung 
{x — Xi) (x- — uj voikimmen, so besteht die ganze Aeurtoniiig 
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lic -,1 li 1.uiL.h yiiTitliatwui^pln lo eil lassen 7 

dann däss iip Eeiienfolge dei Fa toiPii Ton F{ c) einf andfre 
wild Man sieht Also, clas& F{x) in der Weisp von den Quadrat 
wiuzelc abhängig ist diss ei emeilei bleibt ob die&e po&itiv odei 
negativ genommen weiden d h in -F((.) tonnen nui deien Quadrate 
TOikommen F(a:) bat demnach rationale Coefficieatea 

10 Wir leiten nun folgenden Satz ab Qmvgt e%ne vmserer 
cotijuffiertM Giö'"nn einei jegebenen G-Jnchwng mtt ratumaJ&n Coef- 
ßmmten f{x) = w sind aitfh Ite uinf/en tonruaierten GtoSäPn 
Wmsehi dieset &Ui<^mng 

fix) braucht hier nicht gleich F{ ) v\x ein ue 1 ka n ins ei 
den r noch andere Wurzeln haben 

F', se Pine dei (xio-^spi i 

, =« + fJ-l/v 
n yQ euer dei m jj enth'vltenen Bestandteile fitei Oidnung 
ist und et und ß nui ncch von den utngen Irliedern ftt«i und 
medeier Oidnung abhangen Dann mu & es eine conjugieite Gro se 

,el en Setzen wii nun t^ m die Gleichung /(q) ^ em iinl 
bnngei wii /(i^) in Beaug aut ylj m die NormaJijim diso 

f(xj)= i + sy*? 

so kann dieser Ausdruck nui Null wei Jen w enn A m 1 5 tüi si h 
verschwinden. Denn waie dies nifht dei Fall, sc eihiplten wii 
yQ = — ^; d. h. "[/v lie'ise sich diiii,h tie in 4 und ß ent 
haltenen Ausdrücke /ttei und niedeiei Oidnung rational lusdracken, 
was mit der von uns gemachten ^.nnahnie (siehe 4), die Quadrat 
wurzeln sollten unabhängig von emandei sein, im Widerspruche ist 

Setzen wir jetzt x^ in die Gleichung /U) so erhalten wir 
f{x^) ^ A — B y'Q, und dies ist sichei gleich 0, da ■\& A und S 
einzeln verschwinden. Ist also j^ eine Wurzel von /fO ^ 0, so 
ist es auch %'. So fahien wrr fort und eihalten das Resultat 

Ist /'(ccj) = 0, 80 wvid f{a,) iLämfülU auch fiit alle dt^erngm, 
fmt x^ conjugiericn Grossen verichwm^eti df •ii^ nvt, % dadurch 
ergeben, dass man die WW(,ehi fitei Otärnttig tm Voreetrhen anderf 

Der Beweis flii- die ubngen Lonjugierten G-iÖssen gestaltet 
sich in analoger Weise Es hange der Ausdruck a^, wip wir 
ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen können, nur von zwei 
Bestandteilen fiter Ordnung YQ und YQ^ ab, so Iftsst sich f{jj) 
bezüglich dieser in folgende Normalform bringen: 

(a /(^O =p + rjY9 + '-YQ' + «VV y</ = '•■ 
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iS Algebraische Gleichungen, 

(Wäre X von mehr als zwei Äusdriieken fiter Ordnung abkäiigig, 
so würde der Unterschied nar der sein, dass eine gi-össere Anzahl 
analog gebauter Glieder hin zugesehrieben werden miisste.) 

Die obige öleicUung a) kann aber nur gültig sein, wenn 

b) |) = 0, (/ = U, r = ü, s = 0, 

da ja andernfalls wieder ein rationaler Zusammenhang zwischen 
den Wurzeln bestehen würde, was gegen unsere AnnaJune ist. 

Bezeichnen wir nun mit y'S, 'j/B',... die Ausdrücke (ft — l)-ter 
Ordnung, von denen x^ abhängt, so lassen sich die Grössen j3, g, 
r, s, in denen sie vorkommen, riicksichtlich ihrer in die Normal- 
fomi setzen; und wenn wir der Einfachheit halber wieder nur 
zwei Grössen yjJ und y'j?' annehmen, erhalten wir die Gleichung; 

c) j, = K, + A, 'S/U -{-^.yU Ar V, yii yir = 

und drei ähnlich gebaute füi' g, r und s. Unsere schon mehrlaoli 
benutzte Annahme TOn der Unabhängigkeit der Wurzeln liefert 
uns dann die Gleichungen: 

d) K = 0, i = 0, (t = 0, -y = 0. 

In Folge dessen werden die Gleichungen c) und damit f{x) = 
auck befriedigt, wenn statt Yü und y^ die daraus durch 
Aendei-ung der Torzeichen hervorgehenden Wurzehi eingeführt; 
werden. Also «mcA di^enig^i cofiffugierim Grössen, icdclie aus x^ 
dia-cli Amdmmff der Wmsdn (ii^l)-ter Ordmmg entstehen, ge- 
niigen der Gleidiwnff f{x) = 0. 

In analoger Weise betrachten wir die Grössen (ft — 2)-ter, 
(ft — 3)-ter, . . . Ordnung und erbringen so den vollen Beweis 



11. Wir haben bis jetzt zwei Gleichungen F{x) = und 
fix) ^ in Betracht gezogen. Beide haben rationale Coef&cienten 
und enthalten die Xi als Wurzeln. F(x) ist vom Grade 2'" und hat 
möglicherweise mehrfache Wurzeln, f(x) kann noch durch von den 
Xi verschiedene Werte befriedigt werden. Hiei-zu nehmen wir eine 
dritte Gleichimg rp{x) = 0, mit der Bedmgwig, sie sei die niedrigste 
rationale Gleichtmg, der x^, ^tnä somit audi alle xi (siehe 10.), 



Wir leiten über dieses 91 (a;) einige Sätze ab; und zwar finden wir: 

13a. ip(x) ist irredw^el, d. h. es kann nicht in zwei andere 

Polynome mit rationalen Ooefficienten gespalten werden. Diese 

IiTeducibilitätr von fp liegt darin begi-ttndet, dass es die niedrigste 

rationale Gleichung sein soll, welcher die w,- genügen. 
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die sich, durch Quadratwurzeln lösen lassen, 9 

Denn Hesse sich ip(x) rational spalten, so dass 

iit, w gäbe 9'(Tj) ^ entwedei ^(Xj) = oder %(atj) ^= oder 
benies Nauh 10 mü&^en dann diese Gleichungen aber alle con- 
ingierten Glossen zu Wmzeln haben (f>(x) würde somit nicht die 
niediigste Gleichung für die a, sein 

12b (p(y) hat leine mehfarlien Wm-zeln; denn hätte es solche, 
so bessen sich diese nach bekannten Methoden der Algebra rational 
abspalten, und ipix) nräre nicht mehr irreducibet. 

13e. g>(x) hat Jceine amdern Wurzeln als die xf, denn hatte 
es deren, so liessen sich diese aus F(x) ^ und qi{x) = rational 
abspalten, und ip(x) wfia'e nicht irreducibel, 

12d. Wii- wählen aus den conjugierten Grössen r,- sämtUelie 
- von emandei' -eerscliiedmen aus, ihre Zahl sei M\ dann ist, be- 
haupte ich; 

<pW-c(^-i,)(==-»-,). .,(.-&). 

Denn ^(x) ^ enthält dann als Wurzeln sämtliche X; und hat 
keine mehrfachen Wurzeln. Es ist q>(x) durch diese Angabe bis 
auf eine multiplieative Constante bestimmt, was aber für die 
Gleicliung q>(x') ^= keinen Unterschied macht. 

12e. ip(x) = ist die einzige irreducible Gleichung mit 
rationalen Coeffieienten für die a-;. Denn, gäbe es eine andere 
irreducible rationale Gleichung f(x) = 0, welche für x = x^, und 
also für alle xi, verschwindet, so müsste f{x) durch <p{x) teilbar 
sein, also 

rt«) = »(«)<('(«)■ 

f(x) wäre demnach reducibel, was unsrer Annahme widerspricht. 

Auf GiTind der so bewiesenen fünf Eigenschaften von <f{x) = 
können wir diese Gleichung schlechtweg als die irreducible Glei- 
chung bezeichnen, welcher unsere Xt genügen. 

13. Wir Yergleichen nun F(x) und (p(x) mit einander. Beide 
haben nm- die a', zu Wurzeln und qj(a;) aussei-dem unter diesen 
keine mehrfachen. Da hiemach F(x) durch ip[x) teilbar sein 
muss, sei 

WO i^i(a:) ebenso wie die beiden andern Gleichungen rationale 
Coeffieienten hat, da es das Resultat einer aufgehenden Division 
ist. Wenn F^(x) keine Constante daratelit, so enthält es Wurzeln, 
die auch in F(x) ^ stecken, also einige und dämm nach 10. 
alle Xi- Mithin ist auch Fi(x) durch q>{x) teilbar, und wir erhalten 

r,w_F,Wv(.). 
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Kl Da« Delisohe Problem 

Dasselbe gilt, wenn F^Qt) iiicbt constant ist, für F.Jx') u, s. w. 
Schliesslich gewinnen wir für ein geeignetes Fr—i(x) einen Ausdruck 

F^x{^) = c,<p(3:) 
nnd für F(x) selber 

rW -.,■(«). 

In der That niu^s ja dei inmiei kleiner weidende («ad dei F^(^c) 
F^(x), . . . nach einei endlichen \nzahl \on Schlitten schlies=!hch 
auf herabsinken 

Bas Polynom F(x) t»t also abgesäien lon einer vnhehim t 
ileibmäen Conslanten eme Potenz di\ Mmtmalpolynumb 9(3.) 

14. Dies einiögli(ht uu'i den Giad M de letzteren nahei 
zu bestimmen F(r) wai vom (riade 2 und di F[ ) !ip ite 
Potenz von ^[t) i^it so ist 

Demnach ist M auch eine Potenz von 2 und wit erhalten den Sati 
Set Grad det tr> educiblMi, GletcSutm uekhet cm aw Quadiat 

wurzeln gehauiti Av&äiuck gemtjt iit steti etne Potev ton 3 

Da abei unsere j: wie wir m 12e bemeikten noi emei 

etmigen UTedueiblen Gleichung genügen können so ergiebt sich 



15 Ist eme medueible Gletchwng nidit mn Gtade r. 
Tann sie (jettts'i mcht dwch Q^mdrafinm geh ijch-it uetäen 



Das Delische Problem und die Drittteilung des Winkels 

1 Die allgenwinen Satze de vorigen 4.1 Schnittes wenden wi 
zunächst aut dis Diltsdie Ptoblini d h auf das Pioblem dei 
Veidoppettmff des WurfeJs an Die Gleichung hierfiii ist 

3 = 2 

Dieselbe ift meducibel da indemfilU füi ] 2 ein rationalei Weit 
esi-itieien mlisfte Denn eine GlKichung liitten fliades welche 
ledueibei ist enthalt notwendigerweise einen i-ationalen Imeaien 
Fautor Abei dei ttrad dei O-leichnng 1 t nicht von der Foini 2" 
also ist sie nicht durch Qnadiatwuizeln lösbar und die gecmiti ''die 
Conibuction mt ZtiJtl und Liiuid unausfuhihar 

2 Wir betlachten jetzt lie allgemeinere Gleichung ' = A 
wo l einen Paiametei bedeute der auch eomplex sein kann Di 
Wejchung wiid uns die analytischen Ansdmcte füi lie geameti s he 
Pioblerae dei 'Vervielfiltigung des Würfels und der Diittteilung 
eine'' beliebif,en Winkels liefern Es fiagt sich ob die Gleichung 
relicilnl st d h I srh PUB ihie \\n di il pn lat nale 
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und die Drittteiliing des Winkels. 



11 



i 1 et cn Ol 3. beatimnei la s,t Es t hiPiljei liiaif /u achten, 
da&u die Ineducibilifcat eines Ausdiuck allgemein davon abiiftn^, 
welche Gios&ea man al& bekannt in/u ehen bat In dem Falle x^^ 2 
handelte es ?icb um numerische (. idssen um die Frage, ob y2 
einen numensch laticnalenWert haben kann Inder bleiehungx*=i 
tragt es nich jb eine lationale Function von X »mc Wurzel derselben 
daistellen kann Im ersten Falle ist dei ogenannte BaUonalitäts- 
heie h die besamtheit ler lationalen Zahlen im zweiten sind es 
die lationalen Functionen eines Paiametei Indem wii' diesen als 
unbeschifinkt veränderlich ansehen ist ohne weiteies ersichtlich, 
dibs kern Ausdmrk r = ^' wo y(l) und t(j(3.) Polynome sind, 
unseiPier &leiohung -rennet «le ist ahn fiir die hiermit bezeichnete 
Annahme melucibel und eben darum n cht 
duich Quadrat wmzeln zu losen 

3 Wii wei len jetzt abei 1 e ^ f 
anderlichkeit von A einschränke 

Wir setzen (s. Fig. 1) 



ist 



n- 



:.(C0S9 



Itie Aufgabe zerlegt sich a 



» sm qi. Dig. 1. 

in die Teilaufgaben, die dritte Wurnel 
;er reellen und aus einer compiesen Zahl von der Form 
- i sin rp auszuziehen (die wir beide als frei veränderlich 
wollen). Diese Teilaufgaben werden wir jetzt getrennt 
behandeln. 

a) Die Wurzeln der Gleichung x^ = 



■ sind 



_ -!+ 1 



nl j = — - 



-Lrjyi 



cibei wäre . 



der Wurzeln m der Gestalt a 



die complexen diitten ^^UI^eln dei Einheit bedeuten. 

Betrachten wii die Cesamtbeit der lationalen Functionen v 
als den Kationabtat sbei eich so mvbste sich, wenn x^ = r r 

- »(>■) 

lassen. Aber dies ist auch wenn wii die Veränderlichkeit von r 
auf das reelle Uebiet beschranken nach den Gesetzen der Teil- 
barkeit der Polynome ei'sichtlich unmöglich Die Gleichung x^^r 
ist also durch Qnadratwuizeln nicht losbai und das Problem der 
Vervielialtignn^ le \^ üi'fels tüi Jrei veränderliches r mit Zirkel 
und Lineal ni ht ti b 
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12 Das DeÜBclie Problem und die Drittteilung des Winkela, 
b) Die Wui'zeln der Gleichung 



mü nacli dem Moivre'scten Satze 



. .? +." 



+ i 



G-eoinetrisch bedeuten die Wurzeln die Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks auf dem Einheitskreise um den Anfangspunkt, und die 
Gleichung x^ = ßoa ip -\- i sin 9) ist die analytische Formulierung 
des Problems der Drittteilung 
des Winkels. Denn, wie die 
Figur zeigt, entspricht a^i der 

Winkel I- 







Hier werden wir unser 
Betrachtung eine 
Wendung geben: 

Wenn die Gleichung: 

a)^ ^ cos q) + » sin q> 

redueibel wäre, so müsste 
sich eine ihrer Wurzeln als 
sine rationale Function von 
cos ^ und sin tp darstellen 
lassen. Diese würde sich 
91 -|- 2 TT überginge. Nehmen wir aber 
; bei den drei Wurzeln der Gleichung vor, indem 
3 Abänderung in 9 -|- 2jt übergehen lassen, so 
sehen wir, dass jr, in a;^, dieses in a-g, und dieses in a^ übergeht. 
Die Wurzeln vertauschen sich also cyklisch. Also lässt sich heine 
Wurstel als raüoncäe FimcHon von cos <p und sin ip darstellen. Dann 
ist aber' ^^ ^ cos gj -f" * sin qj irreducibel ttnd demnach nicht durch 
Quadratwwzel'n in endUciier Zahl lösbar. Sie SriUtdlmig des 
Winkels korm mU Zirkel imd Lineal nicht ausgeßlirt werden. 

Dieser Beweis und der ganze Satz gelten ersichtlich nur, insofera 
ifi als ein frei veränderlicher Winkel angesehen werden soll; für 
besondere Werte von tp kann die Construction sehr wohl durch- 
fiün-bar sein. 



nicht ändern, 



1 durch 
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Die Kreisteilung, 13 

m. Kapitel. 
Die Kreisteilung. 

1. Die Aufgabe, einen gegebenen Kreis in n gleiclie Teile 
zu ttijlen, riihrt auch schon aus dem Alterttune her, und man 
kannte schon lange die Möglichkeit der Auflösung derselben, wenn 
n = a*, 3 und 5 oder eine Combination aus diesea Zahlen ist. 
Gauss erweiterte in seinen Disquisitiones arithmeticae diese Zahlen- 
reihe, indem er zeigte, dass die Teilung für jede Primzahl von 
der Form p ^ 2*'' -j- 1 durchführbar, für alle andern Primzahlen 
und Primzahlpotenzen aber unmöglich ist. Wir wollen, um eine 
genauere Anschauung zu gewinnen, das Gauss'sche Resultalt etwas 
speciflcieren. Setzen wir in ^ ^ 2^'' + 1 fA = 0, so wird J) = 3, 
für fi ^ 1 erhalten wir p = 5 , d. h. die Fälle , welche schon dem 
Altertuaie bekannt waren. Femer ergiebt jt = 2, j) = 2^ -f" ^ = ^ '' i 
flir welche Zahl Gauss die Teilung ausführte. 

Bei (( = 3 haben wir p = 2^ + 1 = 257, was ebenfalls 
eine Primzahl ist. Das 257-Eck ist also constniierbar. Das gleiche 
gilt, da 2^ -|- 1 = 65537 eine Primzahl ist, füi- das 65537-Eck. 
(t^5, ft = 6, fi=7 geben keine Primzahlen. Für ft = 8 hat 
noch Niemand untersucht, ob eiae Primzahl vorliegt oder nicht. 
Kostete doch allein der Nachweis, dass die bei (t == 5, 6, 7 ent- 
stehenden grossen Zahlen keine Primzahlen sind, schon einen 
grossen Aufwand von Anstrengung und Gesehietliehkeit. Es ist 
also immer möglich, dass ft = 4 die letzte Zahl ist, welche eine 
Lösung snjlässt. 

Ueber das 257-Eck hat Eiehelot eine umfangreiche Arbeit 
in CreUe's Journ. IX, 1832, i^p. 1—26, 146—161, 209—230, 
337—356 veröfFentlieht. Sie trägt den Titel: De resolutioue alge- 
braica aequationis ic^"' = 1, sive de divisione circuli per bi- 
sectionem anguli septies repetitam in partes 257 inter se aequales 
Gommentatio coronata. 

Auf das 65537-Eck hat Herr Prof Hermes in Lingen 10 Jahre- 
seines Lebens verwandt, um alle nach der Uauss'sehen Behand- 
lungsweise vorkommenden Wurzeln ete. genau zu untersuchen. 
Das äusserst fleissige Diarium wird in der Sammlung des mathe- 
matischen Seminars zu Göttingen aufbewahrt. Man vergleiche eine 
Mitteilung von Prof. Hermes in Nr. 3 der Göttinger Nachrichten 
vom Jahre 1894. 

2. Will man die Möglichkeit der Teilung eines Kreises in 
it gleiche Teile untersuchen, so kann man sich auf die Falle be- 
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14 TliP Krpisteilnng 

clii-ankHi dl 1 =J nlei Ji^Ji" glcith emei Piim ihl idpi 
emfli Piimzalilpoten? ist Demi ist ii eine zusammei ge'ietatc Zahl 
so kann man dif Aufgabe immer duf eine Teilung m die Pnm 
/ihlteile welche « zusaiiinienf.etzen znmckfahien Wird / B eine 
Teilung m l'i gleuhe Teile veilangt, st genugt ns, die Teilung 
in 3 und t Teile duichfhhren zu kunnen da, sifli nus der Glei 
hung ^ — c "^^ in ^^^ Teiluntf in 1t Teile hiuteihei \( n selbst 
ergiebt 

3 Wie sich herausstellen wiid ist die Teilung m j gleifhe 
Teile nui aasltthrbai, wenn jj eine Pnm?ahl \on dei Fuim 
j) ^ 2' -|- 1 ist Wir werden zunächst zeigen, dass, wenn eine 
Primzahl duich diese Fm-ro dllgestellt werden soll h ^^ 2' d h 
selbst gleich emer Potenz van 2 sein muss Hieizu sind einige 
ganz einfache zahlentheoretisehe Betrachtungen erfoiderlich wobei 
wir von dem sog Fa-mat sdim Sat^p ausgehen Dieser lautet 

lif p fitne Fnmgahl mid die tjaii e Zoll ii mcU timcli i 
tiilbai io gilt die (mignietiz 

«p-i _ _j_ 1 (MWrf p) 

Diese (p — 1) te Poten? braucht indesben nicht lie luelii^stt 
7u sein, welche bei gegebenem a die Congruenz beiriedigt Ist 5 
diese niedrigste Potenz von ü so lisst sich beweisen muss s ein 
Teilei von i — 1 sein Ist speciell t ^ p — 1 so sagt man 
(I ist eine PnnnliiioiTzeJ von ji wobei wir bemerken dnss es für 
jede PnmzahE solche Pnmitivwui zeln giebt Von dem Begiiff dei 
Pnmitnwuizeln werden wn aber eist spatei Gebrineh machen 

Es sei nun f der niedrigste Exponent, weichet die tongmen/ 
2 ' -)- 1 {mod p), wo ji ^ 3' + 1 ist beft ledigt "Man schliesst aus 



dass 
ist. 



2'' =JH — 1 <p 



Andrerseits bedingt die Congruenz a" ^=E -|- l (mod. ))) die 
Ungleichung 2">^, so dass p liegt awiachen 

2" <:p< 2', 
demnach ist 

s>h. 

Aus den beiden Oongrueiizen 

2' EE^ + 1 (mod. p) 
und 

2'' b:=: I (mod. }}) 

folgt durch Division 
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Die KreisteUung, If) 

2'-''-:^i — 1 (mod.i>). 
Wenn nun s < 2h wäre, so wäre auch s — A < /;; da aber, wegen 
2"=^)— 1, h die kleinste Potenz von 2 ist, welche die Con- 
gruen7 2* ^EE — 1 (mod. p) erfüllen kann, so ist s unmöglich 
kleiner als 27(. Es muss also mindestens 

s = 27* 
sein. Aus 2'' ~~: — 1 (mod. p) ergiebt sich al)er wirklieli 

2='^ = + 1 (mod.p), 
also ist in de:- That s = 2h. Nach der oben gemachten Be- 
merkung muss aber {p — 1) durch s teilbar sein. Da nun 

p ^ 1 = 2'' 
eine Potenz von 2 ist, muss auch Ä eine solche repräsentieren. 
Die in der Fonn }) ^ 2'' -|- 1 enthaltenen Primzahlen können also 
nur die Gestalt p ^ 2^' -\- l haben. 

4. Der Beweis, dass /( eine Potenz von 2 ist, lässt sich 
noch in anderer Weise führen. Wäre nämlich h durch eine un- 
gerade Zahl teilbar, etwa h ^^ h'(2n -{- 1), so wurde nach der 
Pormel 

p = 2*'ts/.-t-i) _|_ i ,jnre]i 2' -|- 1 teilbai, also keine Primzahl sein 

5 Wir wollen nwn zunächst beweisen, dass flu alle andern 

Fall 1 d g n nnten, die Kreisteilung unausfOhrbar ist Da/u 

VI all m das geometrische Pioblem m ein «ilgebr^isohes 

wanl In 

Z hnen wi tui s = i -f" "' '■'' "^^^ ^ Ebene einen Kieis 

om Ead 1 und wollen wu diesen vom Punkte z -^ X he 

um nd n gl h Teile teilen sr ^erlinct diese ^.ulgabe die 

L ung d n 1 n 

— 1 = 
Dividieren wii hiei durth r — 1, so spalten wii daduitb du 
Wurzel s=\. ab, was, geometrisch gedeutet, hpisst Wn sehen 
von dem Anfangspunkte dei Teilung des Kreises ab Son'uh 
erhalten wir die Gleichung; 

s" — 1_ 

z~— I 

Diese Gleichung bezeichnet man schlechtweg als Kretsteü'wngsgJev- 
rJiung. Wie oben bemerkt wurde, können wir uns auf die Fälle 
beschränken, dass n eine Primzahl oder eine Primzahlpotenz ist, 
und fiihion deshalb zuerst die TJntei-suohuiig für den Fall n = p. 



• + s--> + ^.. + ,' + «+l-ü. 



y Google 



16 DiP Rieisteilung 

Dei wesentliche Punkt les. Beweises ist zu zeigen, dass obige 
Gleichung itfeductbel isl Dtnn da wie wir früher einsahen, 
irredoeible Gleichungen nui lann luogJic hei weise durch Quadrat- 
wurzeln gelost werden können wenn ihr &iad eine Potenz von 2 
ist so i^t eine Teilui ^ i p Tfile ipdfnfalls unmöglich, wenn 
j — In ht gle 1 einPi Potenz voi ■" alsu nicht 

J ■= +1-2 +t 
ist "Man sieht hieians warum ^eiade die Gauss'schen Primzahlen 
eine Sondei Stellung einnehmen 

6 ^11 schalten hiei ein Lemmx ein welches als das Gauss- 
scle Lemma bezeichnet wird Ist 

F{)-.' +A,-^ + I! •+ +L, + M, 
w die A, S flt ganze Zahlen sml, uid laist sich F(z) in zwei 
rationale FaiCtoren f(/) und <p(/) zerlegen, so dass 

F« = «.).»(.) 
- (.<?■ + .,2'-' + .,^"-> + ■ ■ -) (#■■ + ft.--i + fe.-'-> + ■ ■ ■) 
ist, so müssen die « und ß auch ganze Zahlen sein. Mit andern 
Worten: 

Lässt sii^i ein ganzztMiger Ausdruck rational eerkffen, so J/issf 
er SMÄ g<mgsahUg serlegm. 

W^ren nämlich die « und ß Brüche, so bringen wir sie in 
jedem Polynom auf den kleinsten gemeinsamen Nenner. Diese 
seien «^ und b^. Multiplicieren wir dann die Gleichung mit a^liQ, 
so erhalten wir: 

- (o,.- + ■.,«•" + «,,'-'+■•■) (S.«-' + !,,«-■-' + S,,-'-> + . ^ .). 
Tto die fi und ' jetzt ganre und 7wai da a,y und !(, die Xlansfeit 
gemeinsamen Nennei waren teitci ft emäc Zahlen sind Wenn nun 
((, und (i, von 1 verschieden smd so hegt m dieser Gleichung 
schon em Widerspruch Ist namlich a^\^l so müssen sich 
sämtliche ßliedei links duich lede m a,^\ enthaltene Primzahl q 
teilen lassen Dann müssen aber auch sämtliche Coefficienten 
wenigstens des einen Polynoms lechti duith q teübar sein Ware 
nainlich a der erste Goeffiuent in fj^{J) nnd bk der eiste m y^( ) 
welchei nicht duich q tedhai ist so betia [ te n an im ausmultipli 
eierten Piclucte recht das dlied mit + ~ ' Dasselbe liit 
den Coefiicienten 



yGoosle 



Da nun nach unserw Annahmfl lie ( _i « _i ind \f ' 

^>h~%, ■ ■ ■ Av-vch q teilbar smd &o musa iai-h a 1 den Factti i 
enthalten. Also müssen entwedei die sämtlichen &liedei von fii^) 
oder von tf^iß) oder beide durch q teilbar ''ein was den thatisaLh 
liehen Verhältnissen wideispricht dn die md ? u t t h 

teilerfremd sind. Die fileichung 

kann demnach nur bestehen, wenn a^\ = 1 ist, d, h. die Zer- 
legung war von Anfang an ganzzahlig. 

7. TJm zu beweisen, dass die Kreisteilungsgleichung irreducibel 
ist, genügt es nach dem Giauss'schen Lemma zu «eigen, dass sie 
nicht ganzKahijg zerlegt werden kann. Zu diesem Zwecke werden 
wir uns der einfachen Eisenstein'schen Methode (Crelle Jourii. Sil, 
p. 167) bedienen, welche auf der Substitution ,f = .r -j- 1 iK^ruht. 
Wir erhalten 



^(^)=>^v 



A^+Sil 



^i'iP-^K 



Rechts besitzen alle Loefhfienten den Factoi p bis auf das erste 
(rlied wählend das letzte i selbei ist p nnmei ils Primzahl 
voiau^gesetit Fiii solchei Ausdruck ist abei an allgemein 
iiTeducibel 

Wäre dies namiich iiifht dei Fall & hatte n ai 



/'(« + l)-(x-+o. .,—'+-..+ 


«,„_iJ--fß,„) 


X(. 


■"'' + 'V'"'-'H h 


ö„/_.„'r + ?v), 


WO die a m\ l ganze 


Zahlen bedeutei 




Da nun da'i Wied nuUter Oiinung hnks gleich p ist, so ist 


n ?) =ß und weil 2 


eine Pninzahl i t n 


uss einei dei Factoreii 


der Einheit gleich sein 


Es sei « = + p u 


nd (», =4-1 Auch 


dei Coefficient des Imeaien Uliedes nmss w 


le die Foimel «ii t{^) 


zeigt dui h j teübai 


sem Diesei lautet 




Hifii lu tol^t U s a 


1 duich j teiltai st 


in nmss. 


Da gleiche findei 


ui tüi _ au 


den Co effici eilten de« 


r[uadiati sehen (rlifie 






_ / 


+ f -li. 1 + 


( -s. 


(denn die beiden 1 {?•: 


\ sdiu ke \\ ei si 


h dui-ch p teilen und 
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18 Die Kreisteilung'. 

111 dem eisten ist ' ^ i l)- Ebenso finden wir, dass auch alle 

ubiigpQ C'oetficienten äfs Factors (a^^-j-o^a:"'"^-! j-a„^ia;-f~'*n') 

duicli p teilbar lem niusiien Dies trifft aber für den Coefflcienten 
von a:™ nicht zu, der gleich 1 ist. Dieser bei gegenteiliger An- 
nahme öintietende Widerspiueh beweist, äass Me ErdsteÜmtgs- 
(flmfmng %rreducibel ist, wenn die Zahl der Teile p eine Primzahl ist. 

8 Wir xintersmihen jetzt den Fall einer Primzahlpotenz (wobei 
im Grunde nur die Gauss'schen Primzahlen Interesse haben). Wir 
werden zeigen, dass für ß > 2 eine Teilung des Kreises in p^ 
Teile unmöglich ist. Hiermit ist die Sache für j; >■ 2 überhaupt 
erledigt, da Teilungen nach höheren PriniKahlpotenKen stets die 
ju''-Teil«ng enthalten müssen. 

Hier lautet die allgemeine Gleichung: 

au« welcher wir zunäclist durch die Division mit 2 — 1 die Wurzel 
1 abspalten: 



Aber amh diesei Auidnick hat noih tiemde Wurzeln, indem 
er ja auch alle diejenigen entlialt, welche sn h luf die j^-Teilung 
beziehen, d. h alle Wurzeln dei Gleiihung 



Beseitigen wir analog durch Division auch diese Wuraein. 
erhalten wii- endgültig: 



fi')--.¥-^-'>- 



(Auch geometrisch ist diese Gemeinsamkeit der Wui-zeln klar, 
indem ja ■/.. B. bei der Neunteilung auch die Drittteile mit auf- 
treten.) 

Fühi-eii wir jetzt die Division aus, so erhalten wir die p Gliedert 
gPif-r, _|_ 2P(p-B) _|_ . . . ..j_ ^). _j_ 1 ^ 

und durch die Substitution 

. _ .r + 1 
folgt: 

(=• + 1)»"-" + (i+l)»"-» + ■ ■ ■ + (:t + l)' + 1. 
Da wir hier p Glieder haben, so lautet nach der Entwicklung das 
constante Glied jedenfalls; p, und die ganze Summe hat augen- 
scheinlich die Form; 
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Das reguläre 17-Eck, 19 

WO x{x) ein Polynom mit ganüen Coefficienten daisteilt, dessen 
Glied nnllter Ordnung gleich 1 ist. Wie wir aber in 7. zeigten, 
ist ein solcher Atiädruck gajiz allgemein irredneibel. Also ist auch 
die neue KreisteUvMgsgleichimg i'(ß) = ^Biederwm itreducibel. 

"Sxm ist der Grad dieser Gleiehnng y(^ — 1). Da aber eine 
irreducible Gieiehong nur dann (möglicherweise) durch Quadrat- 
wurzeln gelöst werden kann, wenn ihr Gnid eine Potenz von 2 
ist, SO hesehrSfrtU sich die MiSgMchkeit der Krdst^hmg m PrimsaM- 
quadraUeile auf den Fall ^ = 2, also j»^ ?= 4. 

Mit der Unmöglichkeit der Teilung in p* Teile ist aber, wie 
wir bemerkten, die Unmöglichkeit der Teilung in p" Teile, wo 
« >■ 2, von selbst gegeben, 

rV. Kapitel. 
Die Constniotion des regriUiren 17-Ecks. 

1 Nachdem wii somit eingesehen hilHii dass nui fai die 
oben angegebenen Gauss sehen Primzahlen die E.ieiste:lung tluich 
Zirkel und LineiJ, möglich ^eln kann, wird es von Inteiesse aein, 
zu Pi-fihien, dass sn,h und wie sich im Einzelnen die Construction 
wirklich au&führen lasst "^o soll es denn Aufgabe dieses Kapitels 
sera, in elementaiei Weife die Methode auaeminderzulegen, nach 
der sich speuell das legulare SiebzehncLk in den Kreis ein 
/eiohneu l^st 

Da wohl bislang ins lem geometiischen Eiwaguugen noch kerne 
CoEstructionsmethode gefanden ist, so werden wir zu diesem Zwecke 
denselben Weg einschlagen müssen auf dem sich uaseie allge 
meinen Betrachtungen bewegten Danach haben wii zunächst die 
ilgebiaische Seite dei Aufgabe ins Auge 7U fassen, d h dii- Wui/eli 
dei 111 Bettacht kommenden Gleichung 16ten drades 

>"+'"+ +.'+. + 1-0 
zu untersuchen und dann den aas ihi lesultiei enden Quidiat 
wurzelausdiu k geometrisch zu Lonstiuieien 

Nun ist hekanntliih die tianscendente Foim lei Wui/elu 



setzen, so ist 
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Geometrisch stellen sich diese Wurzeln in der cojnplexen 
Ebene als <lie von 1 verschiedenen Ecken des regulären 17-Eclts 
dar, welches in den Ein- 
heitsbreis, wie nehen- 
stehend, eingezeichnet ist. 
Dabeiist es an sich willtör- 
lieh, dass wir die Wurzel 
£j bevorzugt haben; aber 
wenn wir uns die A 
stellen, die i 
E 7.U construieren, ist es 
y.ur Präcisierung der Frage 
notwendig, genau zu sagen, 
mit welchem e wir be- 




r 11 



1 



d d 



; 1 t d L ung 



J 



GjU Vnen k 
I f UZ hlefi 



d i 1 
Wie 
Wurzel KU 



hf 



r bereits früher erwähnten, heisst eine laM a Primitiv- 

Modul 17, wenn die Coiigraen/' 
ri' .: + 1 (mod. 17) 
als kleinste Lösung s = 17 — 1 = 16 bat. Die Zahl S hat nun 
in Bezug auf mod. 17 diese Eigenschaft. Denn es ist: 



3* -; 13 
Oidnen 1 



:V' 



-. 15 



31" ^ 8 



31* 






dieselbe Beihenfolge wie die obige 



; jetzt die Wuraeln et so, dass ihre Exponenten 



Dann ist jede Wurml die dritte Fotetiz dei- ihr vorangehenden. 
Dies lasst sich leicht veriflcieren; z. B. ist 
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Das leijuWie 17 bei, JX 

Die rtäu«^ Stile ^Ifth ^e I esteLt niu laiin iien inge? I enen 
Cyklus in 8 4 ^ und eiagliednge Penoden /u -beilegen eiit 
i>{.ieclieiid den Factoien m welche weh die Zahl 16 beilegen la&st 
Wu werden dis ogleich noch genauei auiftthien Des Naheien 
veisteht ha.vb'^ untei Penode lie Smtmtc der m emei olchen 
Unterabteilung stehenlen Winkeln Die so veistandeneu Penoden 
lassen äich dann dei Reihe nach dun,li quadiatisuhe GrleiUmngen 
beiechiien 

Das hiermit geschilderte Verfahien hei dei Teilung in 17 teile 
ist (ibngen nm em bperiellei Fall lavon wie man im Allgn 
luemen bei dei p Teilung ^olgeht Auch hier werden dip j — 1 
Wuraeln veiniittelst einer Pnautivwuizel des 'tfodul p cyklisch 
^eoidnpt und aus ihnen dinn Peiioden gebildet welche sich dunh 
Hülisgleichnngen bestimnieii Dei (jiad dei letzteien hangt dabei 
^on den Pnmtactoien der Zahl j; — 1 ab niwi braucht also nuht 
„lade wie oben Gleichungen 2ten brades zu eib-ilten 

Dei Fall einet, ill»enieuieD jJ it aubtöbilich aussei natuilieh 
von Orauss selbst in d^n Di ([uisitionef, beispielsweise voa Bithiumn 
in 'iemei Sthiift Die Lehie von der Kreisteilung (Leipsig 
1872) behandelt w idei 

3 Um aus unsein 16 "Wuizelii die eiNten 8 ghediigen Pen den 
zu bilden beginnen wu bei dem Exponenten ) gehen immer um 
zwei Schutte voiwarts und \ddieien iie so eihaltenei Uliele 
Lassen wir der Einlachheit halber ubenll lie Ba'tii weg sc 
wild die eiste 8 sliediige Peiicde 

9 + 13 + lo + 11. + 8 + 4 + 2 + 1 _ ,,,. 
Die zweite ist dann; 

3 + 10 + 5 + 11 + 14 + 7 + 12 + G = ,;,. 

Diese Perioden aerlegen wir nach demselben Piincip und ge- 
winnen aus ijq die viergliedrigen Perioden jj^' und %' und aus jjj 
die entsprechenden (t^j,') und (-»j^'), also: 

18 + 16 + 1 + 1 = ,,,; 

',1 + 15 + 8 + 2 _ ,,-, 
3 + ä + 14 + 12 _ (V), 

10 + 11 + 7 + 6 - (,,;). 

Dasselbe Schema liefert uns die zwei- und eingliedrigen T'ciiodeu ali>; 
16-1-1-%", 

l;j + 4 = ))/• u. s, f. 
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and 



Das reguläre 17-Eck. 



% 



n,'" = 16 «. B. f. 

Biese Perioden Itömten mm sifccessivc fhtrch Quadratwurzeln 
bereehnst werden, wie wir sofort zeigen werden. Vorab eine kleine 
Hfllfsbetrachtimg. 

4. Da, wie die Figur 3 zeigt, die Wurzeln 1 und 16. 2 und 
15 etc. conjugiert imaginär sind, so dürfen wir set/en 



16 + 1 = 2 c 
15 + 2 = 2 (! 



= C\, 



C^ reell sind. Die Perioden, welcte wir sofort : 
L haben werden, nehmen dadurch folgende Gestalt ai 

>h = O, + C, + 6', -f- C„ 
'erioden sind lemnaih alle reelle Zahlen. 




5. Llin 






« be- 



stimmte Einheitswurzel z. B. 
tj hinauszuiommen, ist es 
nötig, einen vorläufigen 
Ueberblick über die gegen- 
seitigen Grössenverhältnisse 
S^ der Perioden au gewianen. 
Zu diesem Zwecke bedienen 
wir uns des folgenden Kimst- 
griffes. Wir teilen die Hälfte 
lies Einheitskreises in 17 
gleiche Teile und bezeich- 
nen der Reibe nach die Ent- 
fernungen der Teilpunkte 
vom Punkte mit 
Ä'i.A'a, ...&^„ 

e den Durchmesser des Einheitskreises bedeutet, also 

Dann folgt daraus, dass 
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Das reguläre 17-Eck, 2\ 

Zwischen den C und S bestehen aber folgeiAde Relationen: 
6', = Äi3, Cs = — äg , 
C^ = S9 , Cb = S, , 

C, = Si , Og = — Ä15. 
Mau überzeugt sich hiervon leicht, denn es ist bei spiel sweisi 

a = 2 cos ■^f-=iJcos(^ — —")= asin-^^"'^ Ä., 



C^ = 2oosi^=2cos(^ + -^J=-2sin^2 = -'S.- 
Die Grössenverhältniase der S können wir nun unmittelbar 
aus der Figur ablesen, wobei wir sehen, dass deren Grössen mit 
ihren Indices wachsen. 
Bildea wir jetzt 
to ~ V, = ■%, + Ä« + A'u + '% + '% + ^'1 - *'i. - ^,, 
so ist sicher S^g + -% > Ä\g und S,, > S^, also ist 

f« > Vi • 
Analog erhalten wii' 

(%')-(%')-«U+«, + *i-*'!, 

was gewiss grösser als ist, da schon 5-, > S^-. daraus folgt 

(%') > (%')■ 

In ähnlicher Weise ist 

V-V,' = 6\, + .S'„-S„+5j, 

wo &^^ und jS\g grösser als 5y sind, Uemnach ist 

%'> '/i'- 
Endlich ist 

%-nC-'\ --'/, = ^,3 -Si>o, 

so dass auch 

»Jo" > ^1" 
ist. Alle diese PeriodendifferenKeu sind demnach reelle positive 
Zahlen, 

Üebrigens gilt auch die Beziehung: 

(»■-1,')((%')-(V))-2(%-'ii)- 
rührt man nämlich die ilultiplication aus, so erhält man in ver- 
eintaehter Be;ieichnunj;: 
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fiiiid ulso üwei der obi 
auch die dritte, 



•JA U'^s regulilre IT-liiok. 

(i;-( + ir. + 4 + l -;t 15- 8 ■■ 2)(3+5+t4+i2-U)--ll-7 (1) 
= 1(1 -f 1 + 10 -i- 8 ■-- 6 — 7 — 3 - 2 

+ y + 4 + i;-j + 11 — ■) — 10 ■ (i - 5 

+ 7 + !i + 1 + l(i — 14 -■ lo - 11 - lu 
+ 4 + i; + 15 -f IH — II — V2 — 8 ■-■ 7 

— l:» — 14 - ■ (^ — 4 + 2 + a + it; ■+ I 5 

— 1 — S - 12 ■■- 10 + 8 + 11 + 5 + .1 

— 11 — i;i — 5 - .-! + 1 + 2 + 15 + 14 

— 5 -- 7 — l(i — 14 + la + la -f :i + 8 
= 2(lti + 1 + 8 + 2 + 4 + la + 15 + 

— 10 — « — 7 - 3 -■ 11 — 5 — 14 — 1-2] 

= '^{'h — vd- 

. Periode nditfei'eiiKei] positiv, ao ist es 
inserer directen Angabe stimmt, 
ö. Qni nun die quadratischen Gleichungeii , denen die Perioden 
genügen, aufeustelleii, berechnen wir die symmetrische Functionen 
der Perioden, 

Da »jn -f- i;, trleioh der Jiuiniue dur lö WurKelu ist. ist otfenhar 

Vv + 'ii = — 1 ■ 
Um ijy . iji HU berechnen, bilden wir luis gan^ dasselbe Mitlti- 
plications Schema wie in 5,, nur dass alle Wurzein positiv zu nehmen 
sind. Dann sieht man, dass im ausmultipliciei'ten Produete jede 
Wurzel viermal vorkommt. Es ist dejnnach 
■>h ■ 1/1 = ~ ^ . 
Daraus erhalten wir die quadi*atische Gleichung 

'i' + 'i- i- " 

mit den Wuraeln 

Wir haben darin bereits über das Vorzeichen der Quadratwtirael 

entschieden, da nach unserer Zwischenbetrachtung % > j;^ sein muss. 

Der Kweite Schritt ist die Berechnung von %' und yi(. Wir 

■1;»' -\- 'h = >h 
und finden, wenn wir, wie oben, 

'!.' ■ 1,' - (13 + 4 + 16 + 1) (8 + :i + 15 + 2) 
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Dan reguläre 17-Eck, 


25 


ausmnltiplioiren, dieses Prodtict gleich der Summe allei 


■ Wurieln, 


folglich 




Vo ■ 'Ji' = — 1 ■ 




Das gielit die zweite (luadiutiselie Gleichung: 




mit den Lösungen 




„^.■'.+yf+\ „■ = ..-Ä-+i. 




Ganz analog iwt 




(Vo) + W) = 'h 
und 

(V) ■ (%-) = -i. 






Also hah'm wir ab dritte Gleichung: 




W— 'l((ii')— 1 — 0, 
wora,.. folgt: 




M-'-^^f-i-, «-•'--'F^ 




Zm- Anfttelluiig der vierten Gleichung herechnen v 


rir endlioh 



■'/o + '»Ji = Vx 

no" ■ n," = (lö + 1) (13 + 4) ^ 12 + 3 + 1+ + ö = (.,„'). 

Die Gleichiiiig lautet soKÜt: 

ij"^— V- V'+ «} = Ü 
und hat die Wurzeln: 

.. _ 'io' +1/^7' -l(io') ■■ _ lo' - y^o"'''"^^4(i"')' 

'(ü — -■ -.^ - - - ; Vj. — - 3 

Auf diese Weise haben wir tjj," = Cj, wirklicli durch, eine Beihen- 
tblge von Quadratwurzeln berechnet. 

Wollen wir darauf jj^" in eine Normalform biingea, so ist zu 
beröcksichtigen, dass von den vier aufgestellten Quadratwurzel- 
ausdiücken der eine durch die übrigen rational dai-stellbar ist. 

Benutzen wir nämlicb die früher aufgestellte Gleichung 

{vö — Vi") {(%') — (:'k)] = (% — ii)i 

so finden wir, dass 

l/V"+"i ■ l/^'"+4 = 3 1/17 
sein muss, ]/%^ -f- 4 Ifiast sich also durch die beiden vorange- 
gangenen Quadratwurzeln rational ausdrücken. 
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Das reguläre IT-Bck. 

ietzen wir für die i; der Reihe nach die numerischen Werte 
) erhalten wir daraufhin; 



, _ — 1 + y ii + y-s i — ^yn 
-i-yn+ysi + 2yTi 



KeS+iayiT — 16t/ 344-2yi7— a(l— y i7)'V'34— 2V'i7 

+ "" " " """"" 8 " ■"' 

Damit Sind wii mit dei algebiaischen Theoiie ^ollkcmmen fertig 
und da es, wie beieit'- früher bemerkt, wohl hi's jetzt keine nui 
aus geometrischen Erwägungen he jyoi gegangene fonstruction des 
17-Eel.s «leht, so wiid es sich jetzt nm raehi um die geometrische 
Uebeiaetzung dei einzelnen algebraischen Schritte handeln 

7 Es sei gestattet, hiei einen geschichtlichen Escnr>> ubei 
geometrische Constmetionen mit Ziikel und Lmeal einzuschalten 

If) dn Geomettte det Alten imd Ziihd nmJ Lineal immer 
nebenemandei- gehraiteht, und die Kunst besteht nui dann, die 
einzelnen Stücke der Figur so gegen einander zu legen, dass man 
nicht Unnötiges zu zeichnen braucht. Ob die einzelnen Schritte 
anit dem Zirkel oder mit dem Lineal gemacht werden, ist dabei 
nicht unterschieden. 

Dem gegenüber hat im Jahre 1797 der Italiener Mascheroni 
den erfolgreichen Versuch gemacht, in seiner „geometria dei 
eompa^o" (Geometrie des Zirkels) alle Constructionen nur mit 
diesem Instrumente allein auszufuhren, wobei er behauptet, die 
Constinictionen mit dem Zirkel seien praktisch genauer, als die 
mit dem Lineal ausgeführten. Er schreibt, wie er ausdrücklich be- 
tont, für den Mechaniker, also mit einem durchaus praktischen 
Zweck vor Äugen. Das Originalwerk Mascheroni's ist schwer zu 
lesen, und es ist dankenswert, dass es einen kleinen deutschen 
Auszug giebt von Hutt, die Mascheroni'schen Constructionen. 
{1880, Halle.) 

Bald darauf haben die Franzosen, , besonders die Schülei' 
Cai-not's, des Verfassers der „geometrie de position", umgekehrt 
ihr Augenmerk darauf gerichtet, möglichst viel durch gerade Linien 
zu consti-uiereii. (Vergl, auch Lambert, "Freie Perspective, 1774.) 
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Das reguläre 17-Eek. 27 

Ma 1 1 hiei be Fia<re iifwe fen i 1 e «hi iis 1 alf.e 
biaisch ieanh orten Wann la&at b i,h e n algebi'U[jche& PioHei 
mit dem Lmeal allem ohne Hälfe des Zirkels constnueren? Die 
Antwort wtid von jenen Autoren vielleieht muht so expbcite ge 
geben Wir werden sagen 

Mit drm Lineal ulJevn Ibnrten iw aUe alpebra)tr} e/ Acät tcke 
constrm&^en deren (ägebrais Jte Fmm iotonal ist 

In ähnlichen Sinne Yeroflentbuhte Btianobon im Jahie 181S 
ein Schiiftchen Le& appbcaticns de la theone des tiansveisales 
woiin ei zei^t wie man sich m vielen Fallen mit dem Lineal 
allein beheben kann Auch ei legt Naiidnitk auf die piaktische 
Veiwertun^ semei Methoden die hauitsachl h fm be Vermessimgs 
aiheiten im Feldp leiechnet siid 

Poncelet war es der in seinem traite des piopnetes pio- 
jectives zuerst den Gedanken ausgespiochen hat (Bd I Nr 351 357) 
dasis man nur rmen ein igen ftsten Äi^« ea den Ejeraden Linien 
dei Ebene hinzunehmen muss um alle Quadiatwurzelausdrücke ca 
constrmeien Dei Mittelpunkt des testen Kieises mnss ubngens 
hieibei mit gegeben lein 

Dieser Gredanke i t von Steinei 18^3 m einem heiiüimten 
Schnftchen ausgeführt das, den Titel tragt Die geometiischen 
Constructionen ausgetiihit mittels der i^eiaden Linie und eines 
teilten Kreisen als Lehi gegen atan 1 füi höhere Unten ichtsanstaJten 
und zum Selbstunteincht 

8 Was nun die geometiisehH t snstiu tion des 17 Ecks an 
geht so uehn en wu Anischlus'5 an eine Arbeit vsn v btiudt in 
Oielle 24 (1842) die spatei von Schrotei in CieUe 75 (1872) 
noch etwas nmgesetit ist Die (. onstruction des 17 Etks ist hieim 
nach den \oi6clinften von Poncelet und Stemei tusgefuhrt indem 
neben dem Lmeal nui ein festei Kietb benutzt wud*) 

Zunächst soll gezeigt werden itie man mit Hiilfe einf fi fui 
Kieisis vnd de'' Lmeuh jede qwidtafi^elie Gleuhtmj loien Ixu/nn 

Wii ziehen fs Fig I dei beigegebenen Tatel| an den End 
punkten deb Duichmesseis des festen Emheitskreises zwei Tangenten 
und wählen be unteie 7ur j Axe und den senkiecht daiauf stehen 
den DuiLhmessei em. ij A\e Dann ist die Grlei hunj,, de Kieise 

Es sei nun irgend eine quadratische Gleichung mit reellen Wurzeln 
^i und x^ gegeben. Sie laute: 

*) Eine Conatruction dea IT-Ecks nach Mascheroni nm- mit dem 
Zirkel ist noch nicht veraucht, obgleich sie jedenfiills möglicli ist. 
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2S Das i-eguläre 17-Eck. 

-i» +J = 
Dif Aufgabe sei die die Leiden Wm/,eln j und j aut dei j; Äse 
u Lon^riueien Dazu \erfahit man folgendei aussen 

Man tiagt aut dei nbeien Tangente von 4 auf> nioh le htb 

das ''tuck und dut der i Axe von aus das Stuck ^ ab Vei 

P P 

bindet man dann die Endpunkte dieser beiden Strecken duich die 
deiade 3 und projiciert man die Xhirchschnittei- unkte dieser Oe 
i-aden mit dem Kreise von A aus duich die Stiahlen 1 und 2 
auf die e Axe ^o schneiden diese beiden aut 1er letzteren die 
ge'iuditen btnieke »^ und j, ab 

Beweis Wn wollen die Ab-^ihnitte t de i\e leint 
, ui d 1 nennen dann lautet die Gleicliiu g 

der Linie 1: 2jc + ^lU— 2) = 

der Linie 2: '2 x + .•:^(y — 2) = . 
Multiplicieren wir die linken Seiten der beiden Gleichungen mit 
. folgt 



als Gleichung des von 1 und 2 gebildeten Linienpaare*. Zieht 
man hiervon die Kreisgleichung ab, so ergiebt sich; 

Das ist jedenfalls die Gleichung eines Kegelschnitts, der durch 
die vier Schnittpunkte der Linien 1 und 2 mit dem Kreise hindurch- 
geht. Von dieser Gleiehnng könnea wir aber die Tangente 



abtrennen, so dass nur übrig bleibt: 

5i±i:, + ?i|i(s,-2)-ä,-0. 

Das ist also die Gleichung der geraden Linie 3. Setzen wir jetzt 
''i "l~ % = J" ^i^d x^x^^ q, so erhalten wir; 

f>' + |C!/-2)-!/-0, 

und Me Transversale 3 schneidei äemnadt von dei' Linie y ^ 2 

das SiMck - wnd von der Linie « ^ das Stüch - ab. Damit ist 
p " p 

die Richtigkeit der t'onstmction erwiesen. 
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Das rflguläre 17-Eck. 

y. Nach der in 8. gegebenen Vorschrift woUei 
SiebBehneck zu constmieren suchen. Wir haben m 
folgende vier quadratische Gleichungen zu lösen: 

if — 1) "f" 4 ^0; mit den Wurzeln ij^ und ijj, 

n'^ — % n — 1 ='*■ i; 1- " %' • " ^h'- 

(i,7— >ii(V)-i='J, „ „ „ (%■) „ (V)> 



'. jet/,t das 
em Zweck 



'0 na > V, : 

1. V > >ii"' 



- liefern, woraus die Seite 
Uebrigens sehen wir aus den 
i bekommen, nur folgende Wurzeln 



Diese werden uns ijq" 

des 17 -Ecks leicht zu findeu ist. 

Gleichongen, dasa wir, w 

brauchen; , , ,, 

%> 'Jli -^07 Wo}- 

Zur (JonstruetioH sind ersichtlich auf der oberen Tangente 
j/= 2 und auf der iC-Axe der Reihe nach als Abschnitte abzutragen: 

oben; — 4, -|- , +, , + " "■ . 



nateu: -|- 4, 



'Jo 



'>h 



Diese ganze Angelegenheit lässt sich folgendermassen erledigen: 

Die Gerade, welche den Punkt + 4 auf der ,r-Axe mit dem 
Punkte — 4 auf der Tangente j; = 2 verbindet, schneidet den 
Kreis in 7,wei Punkten, deren Projeetion vom Punkte a=0, ?/= 2 
aus, dem ohei-en ScJieiieJ des Kreises, die beiden Wurzeln % und i)^ 




ersten quadratischen Gleichung als Abschnitte auf der ^-Axe 



Um die /weite Gleichung ; 
vind unten — 



Um den ersteren Punkt xu finden, verbinden wir j/^ auf der 
iT-Axe mit dem oberen Scheitel und niehen vom unteren Seheitel 
durch den ficlinitt|)un](t dieser Geraden mit dem Kreise eine weiten; 
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30 üas regumre IT-Eck. 

Gerade. Diese schneidet auf der oberen Tangente ab. Es lässt 
äicb dies leicht analytisch beweisen. " 

Die Gleichung der Geraden 1 (s. Fig. i) 
2^ + %?/ = 2% 
und die des Kreises * 

geben als die (Joordinaten ihres Durchschnittspunktes: 

_iVo_ 2fi„' 

Dann wird die ftleicliuiig der Geraden 2: 



Jlu- Dui-ehsdinittspunkt mit y ^ '2 ist folglicb 



Xocl PH fachei gelangen wir mit einigen elenientai proiectiven 
B tiathti nge i zu dem elben ZipI Dur h unsere ' oii'^truttion haben 
wii oflenbai jedem Punkt« a der unteien Puuktreihe einen und 
noi einen Punkt a" der oberen zugeoidnet '«o /wat dass den 
Punkte j ^ no dei Punkt a = U ent'^piiclit und umgekehrt 
Da bei einer ■lolohea Zuordnung ein lineaier 7usan menhang be 
stehen mu&s ao wiid die Abstisse i des obeien Punktes die 
Gleichiuix ei füllen 

conet 

faetien wii a = 2, ao muSb aui.h, wie aus dei Ttigui heivuigeht. 
x ^ 2 sein; es ist also oonst. = i . 

Zur Bestimmung von — - auf der i-Axo verbinden wir 
den Ptinkt — i auf der oberen mit dem Punkte -(- 1 auf der 
unteren Tangente. Den hierdurch auf dem verticaleii Durchmesser 
bestimmten Punkt verbinden wir mit dem Punkte . oben. Diese 

Gerade schneidet auf der x-Ase das Btüek — al). .Denn die 
Gerade X ''" 

bii + -2x=2 
und der verticale Durchmesser schneiden sich im Punkte a"; = 0, 
y^ = -■ ; folglich ist die Gleichung der Geraden 2 
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Das reguläre 17-Eck. 



31 



5j/- 27,0^ = 2, 
und ihr Schnittpunkt mit der unteren Tangente hat die Abscisse — - ■ 
Die Projeetion der Schnittpunkte der Geraden 2 mit dem 
oberen Scheitel aus giebt auf der a'-Axe die beiden 
i^weiteiL quadratischen Gleichung, von denen wir al>ei-, 



Kreise 
Wurzeln di 




e wir sahen, nur die grössere »j^' gebrauchen. Diese entspricht, 
e die Pigor ö zeigt, der Projeetion des oberen Schnittpunktes 
r Transversalen mit dem Kreise. 
Ganz analog erhalten wir die Wurzeln der dritten GleichuEg 
zweiten Grades. Wir projicieren vom unteren Scheitel aus den 
Durchschnittspunkt des Kreises mit der Geraden, welche auf der 
x-Ax.e die Wurzel -|- tjj gab, auf die obere Tangente. Das giebt 
sogleich das Stück -j- — , vermöge der soeben dargelegten Zuord- 
nung. Verbinden wir alsdann diesen Punkt mit dem Durch seh nitts- 
punkt der durch — 4 oben 
und -|- 1 unten gelegten Ge- 
raden mit dem verticalei 
Durchmesser, so schneiden 
damit auf der a;-Axe, wie i 
langt, das Stück „„. . — - . - 

^ ' ■)! y, m-f, ■ 

Projicieren wir noch denjeni- pig. 7. 

gen Durchschnittspuakt dieser 

Transversalen mit dem Kreise, welcher im positiven Quadranten 
liegt, vom oberen Scheitel aus auf die a:-Axe, so haben wir bereits 
die für uns wichtige Wurzel (%') der dritten quadratischen Glei- 
chung eonstruiert. 

Wir haben schliesslich nooli die Wurzel jjo" der vierten 
quadratischen Gleichung au suchen und hierzu oben -■>, und unten 
^^ abzutragen. Die erste Aufgabe erledigen wir in der bekannten 
Weise, indem wir den Schnittpunkt des Kreises mit der geraden 
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32 Allgemeines 

l^inie, welche den oberen Scheitel mit -j- jjq' unten verbindet, vom 
unteren Scheitel aus auf die obere Tangente projiuieren, wodui-ch 
wir dort ^, erhalten. Um das andere Stück abzutragen, verbinden 
wir den Punkt -(-4 oben mit (tJq') unten und danach den so auf dem 
vfrläiin-erteiL verticalen Diirchmesser bestimmten Pmikt mit 

^ __^ Diese Linie schneidet auf der 

!K-Axe gerade das gewünschte 
Stück ^^V' ab. Denn die Linie 1 

In 

(s, Fijf.) hat die Gleichung 






Fig 


8. 


Sie schneidet; auf dem ver- 


ticalfu Dl 
demnach 


i-chmesse 




Die G-leichung der Linie :; ist 



2%'.'+((V)-4)//-2(l.'), 
und ihr Durch schnittspnnkt mit der .i'-Axe hat die Abscisse — ^- • 

Proiioieien wn noch den obeien Durch schnitt spunkt der <ie 
raden l mit dem Kreise auf die i Axe vom oberen Scheitel aus, 
1.0 erhalten wir jj,, ^ 2 cos " Will maii den einfachen Cosinus 
selber haben so zeichnet man /weckmassig einen hon/ontalen 
Dunhmess^r lut dem dann unsei let/tei Pioiectionsstrah! direct 
cos r= absehneidet Eine m diesem Punkte «rn(htefce Senkrechte 
Riebt sotort die er>>te und seih/ehnte Ecke des leguläien 17 Etfo 

Die Penode tj^ wai willkuhrlieh gewiihit man koonte statt 
ihier jede andere zweighednge Periode bestimmen und wüide 
dann dei Reihe nach die übrigen 7 m Fiage kommenden Cosinus 
hnd«n Eme ausgeftihite I onstnctitn dns 17 Ftks bietet Fig II 
dei beigefiägten Tatel 

V, Kapitel, 

AUgemeiiies über algebraische Constructioiien. 

1. Indem wir die Constructionen mit Zirkel und Lineal nun- 
mehr verlassen, wollen wir noch der Merkwürdigkeit halber erwähnen, 
dass neuerdings eine andere einfache Art ku construieren in Vor- 
schlag ffeln-ncht worden ist, nämlich r'«« F/iJfm ron Pnpiir. 
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über algebraische Constructionen. 33 

Hermann Wiener liat angegeben*), wie man sich durcii Papier- 
falten die Netze der reguläi-en Körper vevschafl'en kann. Eigen- 
tümlicher Weise hat zit derselben Zeit ein indischer Mathematiker, 
Sundara Eow, in Madras, ein kleines Buch: „On paper folding", 
erscheinen lassen, in welchem derselbe Gedanke noch weitergehend 
verfolgt wird, iadem beispielsweise gezeigt wird, wie man durch 
Papierfalten beliebig viele Punkte krummer Linien (z. B. Ellipse, 
) construieren kann (London, Macmillan, 1893). 
Wir wenden uns jetzt zu der Frage: „Mit welchen Hülfs- 
mitteln ist es möglich, und insbesondere, wie haben es die Alten 
erreicht, Probleme, welche sich algebraisch in Form von kubischen 
Gleichungen und solchen höherer Grade darstellen, geometrisch zu 
lösen?" ül erster Linie bieten sich hierzu die Kegelschnitte dar, 
und wurden auch in reichem Maasse von den Alten benutzt. Bei- 
spielsweise fanden sie, dass die Probleme der Würfelverdoppelung 
und der Drittteilung des Winkels sich in der That mit Zuhülfe- 
nahme der Kegelschnitte lösen lassen. Wir wollen hier nur im 
Allgemeinen das Verfahren skizzieren, wobei wir uns der leichteren 
Uebersicht wegen der Sprache der modernen Mathematik bedienen. 
Handelt es sich z. B. um die Auflösung einer kubischen 
Gleichung 

x' + ax' + 6, + ,■ _ 0, 
oder einer bi quadratischen 

Man hat dann fm- die kubische Gleichung 

^y + «^ + ^^- + '■: = fJ 
und füj- die lji quadratische 

I +<".s + itj+ + l — n 

neben emandei ^u betiachten Man fandet also m beiden Fällen 
die Wurzeln als die Abscissen dei Dmchschnitthpunkte, welche 
zwei Kegelschnitte mit einandei gemeinsam haben 



■*} Vergl den von Djtk hei lusge^el enen hitil r. 1p Münchener 
mathematischen Ana telliniH' ^ n IfiJj WM,ltrn^ \a.^ bi 
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itellt fine Pinl p1 du it \eiti al si^he Vi Ax«. Die /weite 

.»+ <» + i-+f-() 

■be/eichuet eine Hjrpeibel deien Asymptoten den Ooordinatenaxen 
parallel laiifen Die Fi£[ui (s Fi;; III dei Tafel) zeigt, dass von 
den viej SchmftpUDkten nur diei im Endlichen liegen, der vierte 
ist der unendhch teme Punkt dei '/ Ase 

Fui den Fall dei biquadratischen trleichung bleibt die Parabel 
dieselbe Die Hj^perbel hdt dagegen nui die horizontale Asymptote 
beibehalten wahrend die im vorigen Falle vertical stehende 
A«jm.ptote hier geneigt i'^t letyt haben die Curven (s. Fig. IV) 
viel Schnittpunkte im Endlichen 

Aulfiihrheh u erden die Verfahrensweisen dei Alten behandelt 
u a m dem unif angleichen Weike von M Cjintoi Gescliü'hte dei- 
MatliemaUl (Leip7ig 18)4 i'^ Aufl) Besonders interessant ist: 
Zeuthen, fhe Kff/eJs'h}ittii iw ÄJtetium {Kopenhagen 1886, in 
deutischei Beaibeitung) Ich ueime noch als allgemeines Compeii- 
diuna Balt/er, Analyliache Gt-omeitt*' (Leipzig 1882). 

3 Ausser den Kegelschnitten benutzten lie Alten zur Lösung 
dei oben erwähnten Probleme auch höhere Ouiven, welche grade 
zu diesem Zwecke eonstrmert wurden. Wir nennen hier nur die 
(üsRoide und die Conchoide. 

Die Cissoide des IHoUes (ca. 150 v. Chr.) lässt sich auf 
folgende Weise Keichnen (s. Fig. V dei' Tafel). Man zieht an. 
einen Kreis eine Tangente {in der Figur die verticale Tangente 
rechter Hand) und den zu ihr senkrechten Durohmesser. Den so 
fixiei-ten Scheitel der Cuxve verbindet man durch Strahlen mit 
der Tangente und trägt auf jedem Strahle von aus das /wischen 
seinem Durchschnittspunkte mit der Tangente und dem Kreise 
liegeade Stück ab. Der geometrische Ort aller dieser so erhaltenen 
Punkte ist die Cissoide. 

Um ihre Gleichung aufnustellen, sei )■ der Radiusvector und 
•& der von ihm mit der a^A5e gebildete Winkel. Veriangern wir 
r bis zur Tangente rechts, so ist, wenn der Dui-chmesser des 
Kreises gleich 1 gesetzt wird, die Gesamtstrecke gleich ~-ä, ■ Das 
auf ihr vom Kreise abgeschnittene Stück ist dagegen cos Ö. Die 
Differenz beider Strecken ist r, also ist: 
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über alftebraisebe Constmctioaen, ;S5 

Durch EinfiiluTiiig rechtwinkliger Coordiiiateii erhält die 
Ourvengleichiing die Form; 

{x^ + l/^)x — p^==0. 
Wie sich hieraus ergiebt, ist die Ourre von der dritten Ordniang, 
sie hat im Anfaiigspunki eine Spitze und liegt symmetrisch zur 
x-Axe. Die verticale Kreistangente, mit der wir die Construetion 
begonnen, ist eine Asymptote der Cissoide. Üebrigens wird die 
uneBdlich ferne Gerade von der Cissoide in den Ki-eispunkten 
geschnitten. 

tJm XU neigen, wie man mit dieser Linie das DcHsdic Prohl&m 
lösen kann, schreiben wir ihre Gleichung in folgender Foiib: 



so schneidet diese auf der Tangente :r ^ 1 das Stuck l ab und 
die Cissoide in einem Punkte, für welchen gelten muss: 



Das ist die Gleichung einer geraden Linie, welche durch den 
Punkt ^=^0, x=^l geht, also die Verbindungslinie dieses Punktes 
mit dem Oissoidenpunkte. 

Diese Gerade schneidet aber auf der p~Axe das Stück >}'' ab 
(fi. I'ig. TI der Tafel). 

Nun sehe» wir, wie sieh ^2 coastruiereu lässt. Wir tragen 
auf der «/-Axe das Stück 2 ab, verbinden diesen Punkt mit dem 
Punkte x^ 1, y ^ und /.ieheu durch den Schnittpunkt mit 
der Cissoide vom Anfangspunkt eine Gerade bis zur Tangente 
a' ^ 1. Die Ordinate des Schnittpunktes auf dieser Tangente 
ist gleich ]/§, 

4. Die Condwide des N'ikof>%edes (ca, 150 v. Chr.) wird auf 
folgende Weise erhalten. Der feste Punkt habe von einer Ge- 
raden den Abstand a. Legen wir dann durch eiu Strahlen- 
hüschel und schneiden wir auf jedem Strahle von seinem Durch- 
schnittspunkte mit der Geraden aus nach rechts und links die 
Strecke & ab, so ist der geometrische Ort der so bestimmten 
Punkte die Conchoide. Dieselbe ist (s. Fig. VH und Till) eine 
..gestreckte" oder eine „verschlungene", je nachdem b^a ist. Püi- 
h = a erhält man iii eine Spitze. 
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Die Glüiehung der Linie ergiebt sieh daraus, dass 
>•:« = « :(^-o), 
woraus durcli Einfuhrang von y folgt: 

Die Cnrve ist von 4. Ordnung, hat in einen Doppelpunkt 
und hesteht aus zwei getrennten Zweigen, deren gemeinsame 
Asymptote die Linie at = a ist. Der Factor {t?-\-'!j^') zeigt, dass 
die Cui-ve das unendlich Weite ausserdem in den Kreispunkten 
schneidet, was sofort wichtig wird. 

Vermittelst dieser Linie kann man die Dreiteilung eines 
Winkels folgendermassen ausführen. Um den Winkel ip = MO Y 
(s. Fig. IX) in drei gleiche Teile zu teilen, ist auf seinem 
Schlägen Schenkel die beliehige Strecke h bis zum Punkte M 
abgetragen. Um diesen wird darauf mit ö ein Kreis beschrieben, 
und durch M senkrecht zur x-Ase , deren Anfangspunkt in ist, 
eine Verticale gelegt, welche die Asymptote der von aus zu 
zeichnenden Conchoide darstellt. Wir construieren jetzt die Con- 
choide. Wird der Schnittpunkt A der Conchoide mit dem Kreise 
mit verbunden, so ist -^AOT der dritte Teil des Winkels »p, 
wie sich leicht aus der Figui- ergieht. 

Unsere früheren Untersuchungen haben nun gezeigt, dass die 
Winkeldrittteilung ein cubisches Problem vorstellt, zu dem somit 

drei Wurzeln gehören: ■—, "T — , ^— ^ Eine jede algebraische 

Consimction, welche mit Hülfe höherer Curven dieses Problem löst, 
muss offenbar immer zugleich sämtliche Lösungen liefern. Denn 
andernfalls wäre die Winkeldrittteilungsgleichung reducibel, was 
wir widerlegt haben. Die verschiedenen Losungen ergeben sich 
auch aus unsrer Figur. An und für sich haben Kreis und Conchoide 
acht Schnittpunkte gemeinsam. Allein es fallen von diesen zwei in 
den Anfangspunkt, wodurch für unser Problem nichts gewonnen 
ist, und zwei andere in die imaginären Kreispunkte. Demnach 
bleiben noch vier Schnittpunkte im Reellen. Wir hätten sonach 
anscheinend eine Lösung zu viel. Allein es scheidet auch noch 
der auf der Verlängerung des Schenkeis OM liegende Schnitt- 
punkte aus, den wir von vorneherein rational construieren können. 
So bleiben in der That drei Schnittpunkte übrig, welche uns die 
sämtlichen drei Wurzeln liefern müssen, was die nähere Discussiou 



5. Bei all diesen Consti-uctionen mittels höherer algebraischer 
Curven bleibt noch die Frage nach der praktischen Ausführung 
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inbei algebi iiscJie ConstruLtionen 37 

oft'en. Um eine Stiche zu bewerkstelligen liaiht man 4.]^paiite, 
welche die Linie m einem Zuge liefern denn eme imnktweise bon- 
struction ist nm eine Nahemngsniethjde "Solche App<irate bind 
vielfach verfertigt worden \\nA waren zum Teil schon den \lten 
bekannt. Nikomede'* eifand eine einfache VemehtuBg — es ist 
die älteste derartige neben Lineal und Ziikel — mit welcher 
sich eine Oonchoide zeii-hnen lasit (i M tantor Bd I b 502). 

Ein Verzeichnis aeueidings tonstiuieitei hieihei t,ehdnger 
Instrumente findet sich rni Djck-ichen Katilog pAg 227 — 230 
und 340 des Hauptteils und pag 42 — 43 des Nachtngei 
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Dii; Esistun?, 



Zweiter Abschnitt. 
Die traiiseeii deuten Zahlen und die Uuadralur des Kreises. 



Der Oantor'sche Beweis von. der Existenz tranacendenter 
Zahlen. 

1 lia^t man \e lUi h lie /<ihW ils Pui kte ul ler 
\.b->uiseiiaxe aiaf und beschiankt 111*111 ich dabei auf die 1 it nn leu 
Zahlen so wird die Abscissenaxe durch die ei!bi,!tene Pimktreihe 
übei-all diLht' erfüllt d h in ledeiii nach so kleinen /wis hen- 
i-aume hegen uneudlith viele solche Punkte Doch wiid wie 
ichon die Alten eikannteii hiei lui h das Contuiuiiiii nicht ei-^chupft; 
/wischen die lati Indien '■ hieben sich vielmehi die inatunalen 
Zahlen ein lie Frage mnaste sein ol sich innerhall) dei irrationalen 
Zahlen auch noch Unterscheidungen machen lassen 

Wir deflmeien znnaehbt die sogenannten di/chio ''üivn /ulkii, 
indem wir sagen Ist 

«,»" + «,» '+ + -.»+ -a 

eine algebraische Gleichung 11 it ganz/ahligen Coelftcientei so soll 
lede Wui^el diesei Glei hnnj^ (wobra fui uns selbstvei-standlich 
nui die leeüen Wurzeln 111 Betiacht kommen) eine algebiaische 
Zahl hpissen Die iitionalen Zablei eigpben sich hiei als Special- 
tall lu lei (ileichung 

lAii fugen nun insbesondeie Ist dui li die (.lesimlhfit dei 
leelien algebiaischen Gios'^en ein (, mtinunm hergestellt odei hiben 
wu m ihnen noch eiae dis lete Punkheihe m deien Lücken sich 
andere Zahlen einieihen las'sen? Diese neuen die sogenannten 
iia/Hiceiidmtti Zahlen snussten also dadurch chaiakteiisieit sein, 
dass sie nicht als Wurzeln einei algebraischen G-leichung mit gin? 
zahligen ( oeöicienten erhalten weiden können 

D « bemhitt Fia^e ist inei>,t a n I 1 ua ille (f omjtes le dvi^ 
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traiisoeudeiitei' Zahlen, 31' 

Ib-W und Li Hill Jouu Ib 1851) bcdi tw itet ml 1 i h 
ihn m der That die Existesz tiauscendentei Zahlen nafhge wiegen 
woiden Äbei seine Betiachtunstea welche sieh luf die Theoiie 
dei KetteabrUche stnt/en sind ziemlich conipliLieit V\ esentlich 
emtaehei gestaltet ■^ach die Uutei^iuchiing aul Grund dei Ent 
Wicklungen die beoig (. aut jr in einei Aibeit von tunlamentaler 
Bedeutung üebei eine Eigenschaft des Inbegriffen leeller alge 
biai&chei Zahlen (üielle Joum 77 1Ö7-1) gegeben hat Sein 
Beweis soll in F Igendem dargelegt weiden indem wu einen vei 
einfachen len Gelanken benutzen welohen lantoi m einei allei 
dingB etwas indeten Fasaunp; auf dei Naturf irsL.hei\ eraammlung 
in Halle 18U votgetiagen hat 

2 Dei Beweis berulit diiauf dais die algebiaischen Zahlen 
eine abz/iJ Ibai i Met w bilden die transeendenten nicht Cantoi 
vei-steht daa^nter daas ersteie sich in eiiiei gewisaei Reihenfolge 
anordnen lassen m welcher jede von ihnen einen bebtimmten 
gewissermassen numerierten Platz hat Diesei batz iasst sich auch 
so forninlieien 

Die Manmgfaltigkeit det redlen al^febtaiSfJien ZaJiJen imd de 
llanit jfalkdheit det pontiuen gamen ZaMtn Adnfien emfindnihi 
auf manäer he^t/en tierdm 

Wir kommen hier auf einen sehembaren Widerspruch Die 
]D0sitiTen ganzen Zahlen bilteii nur einen Teil der algebiaischen 
daduich abei dass jelei von den ersteiea eine und nui eine von 
den letzteien zugeoidnet will mlisste dei Teil gleich dem Ganzen 
sein Diesei Emwind bei-uht auf einem falschen Analogieschluss 
Bei Satz dasi der Teil immei kleiner als das banze ist veihert 
seine Gültigkeit fiu unendliche "Mengen So können wii z B den 
Inbegiifi lei gingen i ositiven und den de fe aie | sitiven 
Zahlen ein e nleutig auf einaadei beziehen 

(1 1 i 1 
) 1 4 ( 

Bei unendlich gio oen Mengen sinl lahei Ue \\ ite gic^s un l 
klein mcht lecht am Platze Zum Ersatz hat Oantoi den Namen 
MädihffI if eingeführt und aagt Zia tmenditehf MGiujer Jabfiii 
heselhe Machftglmf ttmn sc suh eirtrPmdPtitiQ auf enimdei h ide 
Jn ^e> Dei von uns zu beweisende Satz numnt danach die Fonn 
an Dfit If^ecftiff Im leellm algeh atschm Zidlnt Int dieiclbt 
ÜncJttij'lef ue h Inheffiiff d i ffan^en lo^tti n Ztilln 

V>i filialte li Gesimtheit lei eeüp aigel ni chei Zahl« 
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Die BxistenK 



indem wir alle reellen Wm-^eln sämtlieher algebraischer Gleichungen 
von der Form 

«.»' + «,o— + - ■ ■ + a^t„ + a. - 
aufsuchen, wobei wir die sehr natürliche Hypothese machen, dass 
alle a teüerfremd, a^ positiv und die Gleichung irreducibel ist. 
Um nun diese gewoDEeaen Zahlen in eine bestimmte Reihenfolge 
zu bringen, führen wir den Begriff ihrer Hölie JV ein, indem wir 
^^nter V den Ausdruck verstehen- 

V=„_l + |„.|+ + + . 

wo n it u etc in liblichei W eise lie al s luten ^ eite gerne ut 
smd Zu einem bestimmten N gehört dann eine endbehe Anaahi 
von algebiai chen GZeichnngen 

Denn erstens hat fbei gegebenem A) det Giad « eine obeie 
Uienze da rechts m n — 1 nur Positives hinzukommt und feiner 
wird die Differenz N ^ (n — 1) glei h^eset^t emei Sumiie \on 
lautei ganzzahligen teüei fremden Glossen a, deien Anzahl oftfn 
bii auch eine endliche ist Untei diesen Gleichungen sind noch 
die leduciblen zu entfernen was im Pjinup keine S hwiengkeiten 
hat Da demnach die zu einem gegebenen N 4,pIiongB Anzahl 
von Gleichungen beschrankt ist jdiort m einem he timmttn Js niti 
eme endliche Menge cUqehaisclici ZaMm Dieselbe bezeichnen wii 
mit ip{N) und m folgendei Tabelle sind ^(l) ^(2) tp(ä) 9>(4) 
und die zugehörigen algebraischen Zahlen tu berechnet 



nIk 


l«ol 


l«il 


l«.l 


|a.| 


;%! 


Gleichimg 


vm 






1 


1 

2 


1 















x_0 


1 







2 


2 


2 
1 
1 




1 











»■+1 = 


2 


— 1; 

+ 1. 




3 


1 


3 
2 

1 




1 

2 








2x+l — 

37 + 2 = 


4 


+ r'; 






2 


2 
1 

1 



1 







1 






- 




+ 2- 





y Google 



transceaclenter Zahlen, 
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^' + ^-1=0 




— 0,3333 . 
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Wit ordnen mm du, tägebraiaclien Zälden nnclt Jitet Hohe N 
vnd die 'W emem eineeinen N gehmtgen Zahlen nach ihei G->o^se 
dadurch erhalten wu sie sämtlich tmcl jede an einei hestimmten 
Stelle E? ist dies in dei letzten Colamne der voi^tehenden 
Tabelle beieits geschehen Damit i'st die AbzEihlbaikeit dei alge 
biaisehen Zahlen evident 

3 Wir behaupten nun aUgeinein Nmmit man em nofh so 
Ueme>> Stück de> Abscthsenaic so giebt es dann allemal unenSlick 
iiele PunMe welche irgend einet bot gegebenen ahzaJilbaten Zahlen 
menge nicht angätitren Odei mit andeien Weiten 

Bas Gontmwum der Zcäilermerte, wdüies dut^t im beliebig 
Mvincs StüeK de> Äbscissenaj:e dargestellt zm)d hat ane gitsbin 
Maditigkeit ih eme abealiJbate Menge 

Damit wird wie man sieht die Exi'itenz tmn&Pendentei Zahlen 
behauptet man hat als abzahlbaie "Menge nur den Inbetpiff dei 
■Jgebraisehen Zahlen zu Ginnde zu legen 

Zum Beweibe de'; Sities denken wii un^ die Zahlen der ^b 
«hlbaiPi "\Ieii e n li ^eiibieleten Eeihfiit Vc tücllii ih iJs 
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42 Transcendente Zahlen. 

Deoünalbruchc aufge schrieben, also, wenn wir an dem Beispiel 
der algebraischen Zahlen festhalten wollen: 

jVI » iVj D. 

1 0,0000 3 — 2,0000 

2 ! — 1,0000 I — 0,5000 
! + 1,0000 i + 0,5000 



- 2,0000 



ete- 



Hierbei müssen wir einen eigentümlichen Maugel der Deeimal- 
hmche bemerken, dass nämlich jeder abbrechende unter ihnen sieh 
auch so schreihea lässt, dass er in eine unendliche Reihe von 9 
ausläuft. Z. B. ist 

1 = 0,y9 ... U ... . 
Um der dadu.rch bewirkten Unbestimmtheit /.u entgehen, setzen 
wir ein für alle Mal fest, dass wir unendliche Neuner-Reihea ver- 
meiden wollen. 

Können wii- jetzt einen Decimalbruch construieren, welcher 
in unserer Tabelle nicht vorkommt und nicht in eine Neuner- 
Periode ausläuft, so haben wir in ihm eine transcendente Zahl 
gewonneil. Mittels einer überaus einfachen Vorschrift, die Georg 
Cantor gegeben hat, gelingt es nun in der That, nicht nur eine, 
sondern unendlich viele traascendente Zahlen zu fladen, selbst 
wenn der Bereich, in dem die Zahl liegen soll, sehr klein ist. 
Der Bereich sei etwa dadurch fixiert, dass die ersten fünf Decimal- 
stelien der Zahl vorgegeben werdea. Die Cantor'sche Vorschrift 
sagt dann: Man nehme an Stelle der sechsten Decimalen eine 
von !> und der sechsten Decimale der etsten algebraischen Zahl 
verschiedene Zahl, an Stelle der siebenten Decimale eine von 9 
und der siebenten Decimalen der sweitm älgebi-msclimi Zahl ver- 
schiedene Zahl, u. s. f. Auf diese Weise erhalten wir einen Decimal- 
bmch, der in keine Neuner-Periode ausläuft imd unmöglich in unserer 
Tabelle der algebi-aischen Zahlen enthalten sein kann, w. z. b. w. 

Zugleich sieht man, dass es (wenn dieser Ausdruck gestattet 
ist) sehr viel mehr transcendente als algebraische Zailen giebt. 
Denn da man bei Vermeidung der 9 nur Bestimmung der nicht 
vorgegebenen Decimalen jedesmal die Auswahl zwischen acht ver- 
schiedenen Zahlen hat, so kann man sozusagen oo^ traascendente 
Zahlen bilden, auch wenn der Bereich, in dem sie liegen sollen, 
ein beliebig kleiner ist. 
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Qeaoliichtliches über 



G-eachichtliclier tTeberbliek über die Versuclie zur Berechnung 
und Construßtion von jt. 

Es soll im Folgenden der Beweis geführt wei-deii, dass die Zahl 
ffl m den transcendenten Zahlen gehöi-t, deren Existenz im vorigen. 
Kapitel nachgewiesen wui-de. Dieser Beweis ist zuerst Linde- 
mann im Jahie 1882 geglückt und damit ist ein Pj jUem end 
j^iltig bewältigt wuideu welrhcs sDweit imseie Nachiithten leichen 
tast vier Jihrtausende die Mathematikei besehattigt hat namlich 
das der Qwuiiatu) des Kreiset 

In dei That wenn die Zahl re nicht algehmsch i^>t so ist 
sie Eichel moht duroh Zukel and Lineal za construieren du, 
(^uadratm dea Kreises also m dem bmne wie d^e Alten sie vn 
afnnden ist wmnogluH Es ist höchst inteiessant die Schicksale 
les Problems in den einzelnen Epochen dei Wxssenschatt zu vei 
tolgeii wie immer neae "VeH.uche eine Losung mit Znkel und 
Lmeil iv. finden gemacht weiden und wie diese notwendig erfolg 
losen Änstiengungen doch befiu htenl aaf die mannii^d hsten 
Gebiete dei "Mathematik wiiken 

Die nachfolgende fcurae geschichtliche Uebersicht stutzt sj h aut 
em sehi iu emptehlendei Werk von Rudio Ärehimedes Huygen 
Lambert Legendie '\ lei Äbhindluni^en libei die Kieismessung 
Leipzig 1892 In diesem Bache werden Irl eiten dei genannten 
Foischei in deutschei Uebersetzung gegeben Wenn die Dai-stellui g 
nuch den hier zu besprechenden neueren Ideen fem steht so bietet 
sie doch viele interessante Einzelheiten welche geiide im '^ hui 
untenicht in manchei Hinsicht iiraktisch verwertbar smd 

1 Bei den Versuchen das Veihaltnis des Kreisdurchmes eis 
zmn Umfange zu bestimmen können wir zueist das emptttsdit 
Staditim unterscheiden in dem man luich Messung odei Ab 
Schätzung zum gewünschten Ziele zu kommen sucht "^chon die 
älteste bekannte mathematische Uikunde dei Pajrjtu Hhml 
fca 2UU0 V Chi ) enthalt das Problem in der wohlbekannten 
Ftim einen Kieis m ein gleichgiosses Quadrat zn veiwandeln 
Dei Schieibei des Papyius Ahmes fiebt hieizu folgende Vor 
schuft Man trage von dem Endpunkte eines Duichmesseis ^ 
desselben ab «nd errichte über dem ubng blmbenden ^twck eui 
Quidiit so 1 t iiesfis dem Kieise mhaltsgleich Dpi Hrhiltene 
flpit ^ n T I t da l^'*') = -i 11 1 ht seh in e a i ^^ f it 
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44 Geschichtliches über ic. 

wenigei richtig ist der Wert % = Z, dea man in der Bibel an- 
trifft (1. Buch der Könige 7, 23 und 2. Buch der Chronika 4, 2). 

2. lieber diesen empirischen Standpunkt erhoben sich die 
G-riechen und namentlich Archimedes, der in seinem Buche kvkIov 
tih^Tj6i.Q den Inhalt des Kreises mit Hülfe ein- und umbe schrieben er 
Vielecke berechnete, wie es noch heute im Schulunterrichte geschieht. 
Seine Methode blieb bis zur Erfindung der Differentialrechnung 
im Gebrauch und wurde besonders von Huygens (■!■ 1654) in 
seinem Werke „de circuli magnitudine inventa" ausgebaut und für 
die Praxis verwendbarer gemacht. 

Aehnlieh wie die Verdoppelung tmd die Drittteilung des 
Winkels suchten dann die griechischen Mathematiker auch die 
Quadratur des Kreises mit Hülfe höherer Cui-ven auszuführen. 

Denken wir uns z. B. die Curve t/ = arc sin a', die sich als 
veiücal gestellte Sinuslinie darstellt. Geometrisch erscheint w als 
specielle Ordinate dieser Curve, functionentheoretiseh als specieller 
Wert unserer transcendenten Function. Apparate, die uns trans- 
cendente Curven liefern, wollen wir in Zukunft transcendente 
Apparate nennen. Ein transcendenter Apparat, welcher die Sinus- 
linie zeichnet, giebt uns eine wirkliche Construction von nr. 

Die Curve y ^ arc sin x werden wir heute als eine 1'ntegral- 
ourvc bezeichnen, indem wir sie durch das Integral einer alge- 
braischen Function definieren können; 



jyi- 



Die Alton nannten eine solche Curve Quadratrix oder vsv^c<Ymv£^ovGa. 

Am bekanntesten ist die Quadratrix des Dinostratus (ca. 350 

^ V. Chr.), die aber schon früher von Hippias 

~ aus Elis (ca. 420 v. Ohr.) zur Drittteüung 

des Winkels construiert worden ist. 

Geometrisch wird dieselbe folgender- 
massen definiert: Auf der Linie (s. Fig.) OB 
und dem Bogen AB bewegen sieh zwei 
Punkte M und L mit gleichförmiger Ge- 
schwindigkeit. Sie beginnen ihre Bewegung 
^ zu gleicher Zeit in 0, resp. A und kommen 

zu gleicher Zeit in B an. Zieht man 
dann OL und durch M die Parallele zu OA, welche OJ. in !• 
sehneidet, so ist P ein Punkt der Quadratrix. 

Alis dieser Definition geht hervor, dass y mit ^ proportional 
ist. Da ferner für y ^ i ^ = .> wird, so haben wir 
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Geschiühtliclies über ■k. 



und aus 'S- = arc tg -_ ergiebt sich die Curveiigleichuiig als 



Der Punkt, in welchum die Linie die 'X-A-nn Sühneiilet, wird 



n )/ in übergehen lässt. Da, für kloino Werte die 
gleich ihrem Argumente ist, so folgt 



Danach ist der Eadius des Kreises die mittlere Proportionale 
zwischen dem Kreisquadranten und der Ahscisse des Schnittpunktes 
der Quadratrix mit der iC-Axe. Die Quadratrix kann demnach 
zur Rectiflcation und somit in zweiter Linie zur Quadratur des 
Kreises benutzt werden. Im Grunde aber ist sie nur eine geo- 
metrische Formulirung des Eectificationsproblems, so lange näm- 
lich kein Apparat angegeben wird, durch den sie in continuier- 
lichem Zuge besehrieben werden kann. 

Eine Anschauung von der &estalt der Curve giebt Fig. X der 
Tafel, worin sich die weiteren Aeste ergeben, wenn man & über jt, 
resp. — jt hinaus wachsen ^st. Offenbar ist die Quadratrix des 
Dinostratus nicht so bequem wie die Ounre 1/ = are sin X-, doch 
seheint es nicht, dass letztere im Alterthum benutzt wurde. 

3 In ä'e Ze't m le-Q— 1770 eha ikte 's'ert du h d'e 
Na en Leb Newton Eule fallt de Ent tehung de 

modernen Ai iJt s Be de Pulle de ch d ngenden grossen 
E tde kuncen t e natöil h d & d e t enge Kntik etw s 
zuü kt tt Für u ko in t YO ehn 1 h die .E / Kel nc le 
BehenlJre Betra ht B nie IT m v de eine grosse Zahl 
von Api ox n at en auff teilt wi n e nu die ge a nt 
Le I le R le ( el h ab h LI 1 k t ) 



Ferner bringt jene Periode die Entdeckung des Zusafnmenhan^es 
«wisclien e und m. Die Zahl e und die nitOilichen Logaiithmen 
und damit die Exponentialfuiiction findin niib in Piindpt /ueist 



y Google 



46 GeBchiclitlichee über ji. 

l)ei dem Engländer Napier (1614). Diese Zihl srhwn n intiiifH 
zu den Kreisftuictionen und der Zahl n gai keine Be/iehniiteu 7u 
kaben, bis Euler den Mut hatte, die Betiachtuug aul imatfmaie 
Exponenten auszudehnen; auf diese Weise kam n 7« dei be 
rahmten Formel 

'" - " + ■ 'in 

übergeht Dif^e Formel lat ohne Zweitel eine dei meikwnidigsten 
welche e ubeihaupt in der Mathematik gjeht An sie knüpfen 
die m>demen Beweise dei Tiinscenden/ ^oll jr an indem diesell en 
zuerst die Tiin&cendea? von l larthun 

4 Nach 1770 kam die Kntxk wieder mehr zu ihiem Recht 
liM) erschien dl*! Buch von Limbeit "Vnilaufige Kemtnibse 
lui die so die Quadiatui dei ' ukuls suchen V handelt sich 
dcit u a tun die Iiiationalitat von tc 

17<>4 zeigte Legendre in seinen Elements le ^ermetne 
endgültig dass jr und ic irraticnale Zahlen sind 

5 4-ber eist 100 Jahie spatei let^en die modernen Untei 

Den Auugangipuukt hierfiii bildet die Aibeit von Heimite 
Sm la function esi. onentielle (_f smpt renl 1873 als eigene 
Schrift 1874), Hierin wird die Transcendenz von c bewiesen. 

Den gleichen Beweis fiir « fühi-te im engen Ansehluss an Hermite, 
Lindem ann in einer Abhandlung: „Ueber die Zahl ti" (Math. Ann. 20. 
1882. Siehe auch Sitzungsberichte der Berliner und der Paiiier 
Akademie). Damit war die Sache zum ersten Mai erledigt, doch sind 
die Betrachtungen von Hermite und Lindemann noch sehr compUciert. 

Die erste Vereinfachung gab dann Weierstrass in den 
Berliner Berichten 1885. Die hiermit genannten Arbeiten fasate 
Bachmann zusammen in einem Lehrbuche: „Vorleaimgen über 
die Natur der In-ationalzahlen. 1892". 

Aber das Frühjahr 18fl3 brachte neue, sehi' liedeutende Vei- 
einfaohungen. 

In erster Linie sind hier die Entwiokelungen von Hilbert 
in den Göttinger Nachrichten zu nennen. Der Hilbert'sche Beweis, 
ist noch nicht ganz elementar; er enthält noch eii 
teil des Hermite'schen Gedankenganges in dem Integral: 



ß. 
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Die Trauscendena voa e. 47 

Aber Huj-wit;^ tind fiordan haben bald darauf gezeigt, dass 
sieh auch dieser transeendente Bestandteil noch abstreiten lässt 
(Uöttinger Nachrichten, bez. Oomptes rendus; alle drei Abhand- 
lungen sind in den Math. Annalen Bd. 43 abgedruckt, be/,. etwas 
erweitert). Dadurch ist nun der Gegenstand so elementar ge- 
worden, dass er allgemein zugänglich scheint. Wir werden uns 
1 die Darstellung von Gordan ä 



]U. Kapitel. 
Die Traosoeniäenz der Zahl i'. 
1. An die Spitze unserer Untersuchung stellen wii' die be- 
kannte Keihc 

welche für alle e dli hf ^\pite -(on nveigiert ^^ I et c 

hier aber den Untei&chiel vi chen iiaktisehei und theoietischei 
Convergenz. Waie B j = lOuü so st offenbar eine Bereth 
nang von e'**" auf Grund dieser Reihe nicht ausführbar rheoietis h 
eonvergiert dieselbe ibei dooh denn wie man sieht wachst vom 
lOOOsten Glied an lie Pacultat im Nenner raschei al die Poten 

im Zähler. Geiade lex Umstanl, dass bei beliebigem endli hen j 
für lim a ^ oo gleich wrrd i iid füi unseii i t" en IJe 
von wesentliche! Bedeuta: g sezn 

Unsere Behauptunt; ist nun f Igen le 

e ist kdne al<)i,hri •'cl t 7al / d ä e ne dl 1 i t 

zahligen Coefiicienten 

-*■(«) - e« + c,« + c,«' + . ^ . + c.«- = 

ist unmöglich. Die Ooefficienten können hierbei n.ls teilerfremcl 
gelten. 

Wu bedienen uns der indirecten Beweismethode, indem wir 
zeigen, dass wii bei Annahme obiger Gleichung auf einen Wider- 
spruch stossen Und zwar wird sich der Wideispiuch m folgen- 
der Weise heiausatellen. Wir multiplicieren die Gleichung F{e) = 
mit einei gewissen ganzen Zahl 3f, so dass 

MF{e) = Mr^ 4- MC^e + MC^e^ -J JlfC««" = 0. 

Es wild uns nun gelingen, dieses M so zu wählen, dass 

a) ledes der Producte JUe, Me\ . . . sich leicht in eine ganze 
Zalil Jr, und fimn "thtfii Bmch £|. spalten lüsst. Dadurch wird 
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Die TransecndenK von e 
Me = M^ + i„ 



und unsere Gleichung 

MF(e) = MC' 4- M.C, 4- M^C„ 4 \- M„ C., ] 

+ C\,, + C,., +--■+ C,.,„ ) 
li) dass der ganzzahlige Bestandteil 

MCg + M^C^ H \-M^C. 

nicht gleich Nnll wird. Wir werden dies heweisen, indem wir uns 
auf die Evidenz stützen: Mne ga/nze Zalil versdmindet getviss 
nklit, wenn sie, dm-di eine FrimzaJil dkkUej-/, einen von Null vcr- 
sdiied^ien Best Uisst. 

e) dass der Ausdruck 

O.'i + c,., H h (!.,. 

ein 1 eliebig kleinei Bruch iiit 

Dann kann aber die voigegebene Gleifhung inmuglith Ijp 
stehen da eine Summe lus emei von Null verschiedei ei inzb 
Zahl und einem achten Bruche gewiss ^ (J ist 

Dei springende Punkt des Beweisen lasst sich iu h 1 lei 1 
nicht ganz genau so toimulieien 

TT» Idnnen dte •'urcesiiven Potenzen e e e" mit aus^i) 

m-dent/idm AnnMi-rung ganzen Zcüden ptoportional lef en ueliJ/c 
r (/eno ncne Gleidmrtg iicJiei meld heftiedr^en 

2 Zui Dnichfthrung dieses Beweises tuhien war ein Symhil 
7 unl e gewisses Polynom ip{''') em Unter ersteiem vei^tehen 

e fich )■ 1 . So schreibt sich z. B, die Reihe für «^ untei' 
Be tauig dieses Symbols; 

Eine tiefere Bedeutung hat dsw Symbol nicht, es dient nur dazu, 
Formeln, in welchen Potenzen und Pacultäten neben einander vor- 
kommen, in knapper Form zu schreiben. 

Wüiiji nun irgend ein ausgerechnetes Polynom 

gegeben ist, so verstehen wir unter (pQi) einfach 

,,(,,)__s- ■','■'-2' «''■'-«.•" + ''.-2i + --- + -.■•"■ 
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Die TranscendeiiE von e. 49 

Wenn dagegen eia niM ausgereckneles Polynom ip{x) vorliegt 
uBd wir wollen 7i für x eintragen, so bedeutet <p(A), ^^ss das 
Polynom zuerst nach Potenzen von h m ordnen mid dann statt 
7/'" r\ einzutragen ist. So ist z. B. 

v(, + if) - 2' ■='(« + »)' - 2 '•■'•' - 2 '■' ' ' ' 

wo die c von x abhängen. 

Diese Regeln wenden wir auf folgendes merkwürdige Polynom an ; 



9(:-) = 






worin « den Grad der für f, angenommenen algebraischen Glei- 
chung und ^ eine Primzahl bedeutet, p nehmen wir grössei' als « 
und werden es sjÄter über alle Grenzen wachsen lassen. Ins- 
besondere sei auch p> \C^ , eine beiläufige FestsetKong, von 
welcher wir später Gebrauch machen werden. 

Um eine geometrische Anschauung von :p(x) zu gewinnen, 
construieren wir die Ourve 

j, = rp(x). 

Sie schmiegt i h in den Punkten 1,2,...« eng an die r-Axe 
an uid dui hsetzt dieselbe hierbei, w^rend im Punkte ein 
in chmiege ohne Dun-hsetzung stattfindet. Für Werthe von x 
wis hen (. und a? hegt d e Curve überall in nächster Nähe dei' 
/■Axe Püi giö sere Weithe von x entfernt sie sich von der 
x-Axa beliebig. 

Von der Function <p(ir) wollen wir jet/.t drei für unsern Be- 
weis wichtige Eigenschaften feststellen. 

a) Ordnen wir <p{j) nach Potenzen von x, so dass 



,-=«),+,,_ 



^{x)^^c^a' 



^''P+P- 



so verschwindet bei gegebenem endlichen t uni wachsendem xi 
schliesslich nicht nur fp{x') sindnin aufli din '^umme dei absoluten 
Werte ^jß r 

Für ipix) ist die» --ufort Liii wenn wii lul iie unentwukeltt 
Form zurückgehen und berücksichtigen tass mit wa hsendem p 
schliesslich die Potenz des Zahlers gegen die Famltät des Nenners 
verschwindet. Füi die Summe dei abs iluteii W erte aber folgt 
das gleiche, wem wn bei eiktn, li^^ «n lieselbe bekommen 
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wfiui wii in ilif luientw if'kelte Form des ip(x) ?ur ( — ,r) üljerall 
{tj emtmgen 

b) Püi iT aefc/en wii nun im ausgerechneten Polynome Ji imd 
daiaut statt h seinen Weit ) ' Bio so mistantlene Grösse ipQi) 
iit damn etm gaiKe nuht dmcli p tdibare wnd deshalb von Null 
lefchiedene Zahl 

Die Beiheaeatwickelung von g)ffi) hat nämlich als niedrig'sten 
Exponenten oftenbai ß — 1 wihiend der höchste np -\- p — 1 
ibt fi dasi wu dKo hahen 

- j+/>-i 

Die €,■ sind, abgesehen von dem überall auftretenden iSfenuer 
(ß — l)!, ganze Zahlen. Dieser Nenner hebt sich aber überall 
fort, sobald wir If als r ! deuten. Die niedrigste Faeultät ist ja 
gei-ade (jj — 1)1. Alle Eeiheiiglieder aind ferner durch p teilbare 
gan?,e Zahlen bis auf das erste, welches lautet: 



(1.2.3...<-(j^^l)! 



Dieses ist gewiss nicht durch p teilbar, denn es war ja p > i: 
angenommen. Es ist also 

,,(;.) :;e («!)•' (mod.))), 

denmach gewiss von Wull verschieden. 

Dieses ipQi) ist übrigens jedenfalls eine sehr grosse Zaiii. 
Einittermassen erhalten wir einen Massstab für seine Grösse, wenn 
wir das letzte Glied betrachten: 

'"'^^Ti^ -!■(»+')■ -(''*+''-'^' 

c) Wir untersuchen weiterhin rfi{h -\- «), wo « eine der Zatlett 
1,2,..,« bedeute. Es ist 

?>(»+»)-2;«'(''+«)'-2"-''''- 

Die Einführung von r ! an Stelle von //•'' darf unserer Verabredung 
gen^s erat nach der Anordnmig nach Potenzen von /( erfolgen. 
Nach den Kegebi des foi-malen Rechnens haben wir ferner: 



»(;.+»)-(;.+»)'-' 



-'•)]' 



(],-«! 



stellenden Faetoreii wird gleieli — 7(, 
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also liat in unserer Eüihenent Wickelung /; als niedrigsten Kx- 
|)OLienteii |), und es ist demnacli 



«) -5 «.■■»'■ 



Die Coefdcienten c,' sind wieder rationale Bruche mit dem Nenner 
(j) — ■ l) ! ■ Dieser hebt sich indess, wie früher, überall fort, sowie 
wir )■ 1 für /('' einsetzen. 

Diesmal sind aber sämfUche EeiJieiigHeder durch p teilbar, 
deiiii schon das erste lautet: 

— '^'^|^r"-''''-("i)"'"'-'f(«->)K«-«)!]')'. 

ip(}i-\-») ist also eine ga/me durch p teilbare Zaiil. 

3. Nach diesen Vorbereitungen wenden wir uns k\i dem 
Beweise, dass die Gleichung 

F(e) = C„ + C,e -^ C^f} -] + Cß" = 

tmniöglieh ist. 

Als diejenige gaaze Zahl M^ jnit der wir (s. oben) diese 
G-leiehung multiplieierea wollen, wählen wir eben ipih), so dass 

<,(i)-F(<>)-c..,(s)+c,v(*)«+c,»(*)e'+-+c.»(;0«-. 

Es kommt dann darauf an, die Pi-oducte (p(h)e, ip(k)e^, . . . jedes 
für sich in eine ganze Zahl und einen Bruch ku spalten. Dies 
gelingt mit Hülfe der Reihe ftir e'' sehr ächän. Betrachten wir 
ein beliebiges Product e^ipilij und entwickeln wir rpQt), so wird 

<-,,(;.) -«-2 »■■'''■ 

Ein beliebiges Glied dieser Summe hat dann, abgüsehen von einer 
Oonstantea, die Form: 





«._.,+(-+»^-'+... + '^f+^;;-t^^+... 


Wei 
Reil 


nn wir an die Bedeutung hT = r\ denkeiu ho können w' 
le so umformen: 




,../,-■ /,-■ 4. '■'*'^' " ^ '■ (■'■ - ^> ''■""'"' _(. 4- '■'"'^"' 4- 




' " T^ ' 1 1 1 ä 1 -(--■■-}- f 1 T^ 




_L«^r " 4- "' 4-1 




+ " L(r+l) + (r + l)Cr + 2) + --j- ' 


Km 


■ steht in der eratyn Zeile einfach das Binom (/; + k)'' 
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die zweite Zeile angeht, so vergleichen wir Glied für Glied der in 
der Klammer stehenden Eeilie 

'■-1+ ", + '', +■■■. 

und sehen, dass jedes Glied der ersten Reihe kleiner als das 
entsprechende der zweiten ist. Der in der Klammer stehende 
Ausdruck ist folglich (da alle in Betracht iommenden Glieder 
positiv sind) kleiner als c", und wir können setzen 

wo unter q^^^ ein echter Bruch verstanden wird. Dieselbe Spaltiuig 
denken wir uns mit jedem Gliede in c' ^j c,-h'' vollzogen. Bilden 
wir dann die Summe , so wird 

«" 2 "'''■■ - .S «'(" +-> + <- 2' "'.■'''• ■ 

Der erste Bestandteil rechts ist ^(A-|-jt), also nach 2c. eine ganze 
durch ß teilbare ZaJil. Da femer <ji{k) = _^f '<^,«'"i nach 2a. ein 
Bruch ist, welcher mit wachsendem f beliebig klein gemacht 
werden kann, so gilt dies in noch höherem Masse für ^f g^,, Crt','' 

und auch, da (^ eine endliche Grösse hat, für e" ^f q^.^ c, x'' . 
Mit dieser Spaltung 

lialiL'u wir geniiu tlas erreicht, was wir wollten. Setzen wir 

so wird die für c angenommene Gleichung: 

c.<p(*) + 0,9>(» + 1) + C,v(» + 2)H h C'M>'+'-)\_^ 

+ c,., +c,,, -i HC«. I 

In dieser Gleichung liegt ein Widerspruch. In der That; Da die 
Coeffieienten C endlieh und in endlicher Zahl vorhanden sind, ist 
auch ^, Ci.ty_ ein Bruch, welcher, wenn nur js gross genug .ge- 
wählt wird, beliebig klein gemacht werden kann. Die erste ßeihe 
aber ist eine Summe von lauter ganzen Zahlen, welche alle bis 
iinf die erste ('^ip(h) durch p teilhar sind. Denn nach 2b. ist 
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rpi}!) nicht durch ^t teilbai', und jC^' ist, ivie friiher festgesetzt 
wurde, kleiner als ^j. Fassen wir die Reihe in eine ganze Zahl (? 
zusammen, so ist 

G = Co9>(A)^0 (niod.il). 
Eine ganze ZaM aber, welche durch eine Primzahl diTidiert einen 
Rest lässt, kann unmöglich verschwinden, wie wir schon oben 
bemerkten. 

Andrerseits kann G aber auch nicht durch den echten Brach 
^, Cx(,. aufgehoben werden. Es ist also 

v(/,)ix.)^(j. 

Demnach tann, da <pili) endlich ist, 

nicht gleich Null sein. Damit ist die Transcendenz von e oder, 
wie wir sagen wollen, der Hermitf'sdie Satz bewiesen. 



IV. Kapitel. 
Die Transcendens der Zahl n. 

1, Der Beweis, welchen Lindemann für die Transcender 
der Zahl n gegeben hat, stellt sich als eine Erweitening d( 
Hermite'schen Gedankenganges dar. Während Hennite «eigt, das 
eine ganzzahlige Gleichung 

Cf, + Qt-' +Ci^^ h C^e" = 

nicht bestehen kann, verallgemeinert Lindemann ( 



) er fm- die Potenzen e 



B Samme einführt: 



'+•>+■ 



![|, Xj, , . , K,v (für sich genommen) 
ii, Aj, . , , l,r (für sich genommen) 



msammmgehSrige algebraische Zahlen sind, d, h. solchf, welche 
einer ganzzahligen algebraischen Gleichung genügen. Unter diesen 
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X, A, ... kÖEnea sich nach Belieben auch imaginäre G 
finden. Der allgemeine Linäemann'sdie Satz lautet also 



Es ist imm6fil'ic}i , dtiss die Zahl e i'ini:r Gtdi:hui>g cojt (h'r . 



= 



gmiüge, wo die Coefficienten C reelle ganze Zulilen und die Ex- 
ponenten K für sich, die Exponenten l für sich etc. msammen- 
giAötige aJgehraische Zählen hedeitten. 

In Worten könnte man diesen Satz auch so anaspreehen: 
Die Zähl e ist nicht nur keine älgebrmsche Zahl imd also 
eine transcmdente Zahl schlechtiveg , sondern sie ist aiicii kei^c 
inierscendente Zähl (nach Leibniz' Ausdrack)*) und also eine frans- 
cendente Z^l höhei-ei' 0-rdmmg. 

Die Grössen «^, k^, . . . k.v seien die Wvir;ielii der Gleichung 

at»+»,H-'H h«A--n, 

die Grössen i,, J^, . . . Ajv' die Wurzeln der Gleichung 

hl'"' + &i i"'-^ H h V = 



Diese Gleichungen müssen nicht riotwendig iiTeducibel sein, 
auch braucht der Goeffident des höchsten Gliedes nicht gleich 1, 
die symmetrischen Functionen der Wui-aeln (diese aüein werden 
in unsern späteren Bnfcwickelungen auftreten) brauchen also nicht 
ganze ZaMen zu sein. 

Da wir aber zuletzt doch ganze rationale Ausdrücke bedürfen 
werden, betrachten wir speciell symmetrische Functionen der 



welche wir als Wurzeln der Gleichungen 
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erhalten. Diese Grössen sind game Kusammengeliörige algebraische 
Zahlen und ihre rationalen symmetrischen Functionen demnach 
reelle ganze Zahlen. 

In unseren weiteren Untersuchungen werden wir nun Schritt 
für Schritt denselben Weg innehalten, welchem wir beim Beweise 
des Hermite'schen Satzes folgten: 

Wir multiplicieren die Gleichung, deren Unmöglichkeit nach- 
gewiesen werden soll, mit einer ganzen Zahl M und werden ver- 
suchen, die Producte 



m{c-+c-+-- 


■ + ."'), 


Jf (.'■' + ('■•+. ■ 


■ + >■), 


jedes für sieh in einen gana/ahliger 


L Bestandteil nti 


"> spiaten, so d.s. 




jf (/■ + /■ +... + , 


>)=«. + . 


,«(«'■ + /' + -- + i 


>) = M.+.. 


Wir beltommen so die Gleieiinng 








und hier werden wir 
f/anssahliffe Bestandteil 






einrichten köni 



i nkht gleich Nttfl, der andere TeU aber 

o,.i + c,s, + ... 

irucli- ist, womit wir den; 



alben Widerspruch 



ein beliebig Meiner 
wie früher haben, 

2. Wir benutzen wieder das früher eingeführte Symbol /('' = ) 
und wählen als Multiplicator die Grösse M =^ ipQ?), wo ipQi) i 
Verallgemeinerung Aea friiheren Auadiiicks folge ndermassen gi 
bildet ist; 
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I (-^1 — ^) (-^3 — A) . ■ . (M' — h)]". b^'p ö^> h'""" 



indem wir unter p eine Piiniaahl verstehen, welche wir 

>'C^\ > a > h , .. • > an\, > \In'\,- .■ 
machen und '■pitei sn^^ai unbegrenzt wachsen lassen. 

Die Putenzen «''f, h^ ' , . sind hinzugefügt worden, damit 
wir bei dei Entw ickelung ni h Potenzen ¥0n A symmetaische 
Functionen dei (iiO'iseii 



also reelle rationale ganze Zahlen erhalten. Weiter unten werden 
wir noch die Ausdrücke 

entwickeln, und damit auch hier die Ooefficienten (abgesehen von 
dem Nenner (j —1)1) reelle ratiOBale ganze Zahlen sind, ist die 
Hmzunahme der Potenzen a'^'^, a^'P . . . b^^, h^'^ . . . ei-forderlioh. 
Es handelt sich zuerst darum, einzusehen, dass f)(ft) eine 
von Null verschiedene ganze Zahl ist. Nach Potenzen von h 
geordnet, wird 



Alle Coejfioienten sind hierin, abgesehen von dem überall auf- 
tretenden Nenner (jj — 1) ! , ganze Zahlen. 

Der Factor des ei-sten Gliedes /f''~' beispielsweise ist; 

h—^- ^""^ ■"%■■■ «''.vj 



-X—'^y^''^'^"'"^'\uNa^'-^ya^'''a,''"''...{b!^-b''^'-'^Yh'^n''' 
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Führen nii hiei den «aliien"Wet 7;^ ^ = (p — IJI em so hebt 
sieh dei Nennei tort und wii erhalte» nach dem, was wu über 
die Uiosae Yon^ festsetzten ei»e duich j nicht teilbaie ^ime Zahl 
Doch schon das zw eite Eeihenglied py/f* ist ersn-htlith diuch j 
teilbai — dass es eine j,inze Zahl ist bi-auchen wii kauni /w 
betonen — «nd dasselbe gilt füi alle folgenden Gchedei 

a) Datum ist tpQi) süb'it nne ganze dtuth f nicht hühate 
Zahl un(l hMm als lolrJte unmöglich gleich Null waäen 

Indem wii ganz ähnlich wie beim Hermite sehen Satze weiter 
gehen behithten wir jetzt das PalynDn rp ils Piuiftion v3n i 



9'W = 2*^'-^''- 



Es wM dann 










^(«)=^>'«-'. 


..h^l>^'{vi^- 


-»)(«,-"-). 


..(w 


-') 




■ft- 


-x)(l,-i). 


^.(»,v 


-') 



?rte Ausdruck spielt bei gegebenem x die 
1, nennen wir ihn Ä", so wird 



r^\ ■'' -" 



Las en w nun ; xinbegien/t wach nn sc wii-hst sohliessliL.h bei 
gegebenem endlichen * die Paeultat im Nennei m beliebig hohem 
Ma&sse übei die Potenz im Zahlei hinaus ^r w J" kann also 
dmch ein hinreichend giosses p behebig klesn gemn ht weiden 
Der Schlnss bleibt aber ei sichtlich auch iichtig, wenn wii m dei 
Entwickelimg von ip(^z) Überall die absoluten Weite nehmei und 
wii eihalten das Resultat 

b) Bei gryebenem oidhcltm s und mthegtemt wachsendem p 
nad cp(x) = ^,' (. T^ imd sof/ar ^ (? ^ beliebig Mein 

Unter Festhaltung der Analogie mit dem Beweise des Hermite- 
schen Satzes beschäftigen wir uns jetzt mit den Summen 



2" ?■(>•.+*)■ ^viL + li), 



und werden sehen, dass jede derselben eine ganze durch p teil- 
bai' e Zahl ist. 
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Wir haben 

ai' (« + hy-' 



Dei- i4e Factor des AusdnAcks 

(,,-,,-;,)(,,-,.„-;0... (..,-«,-») 

ist (— ä), also ist, wenn wir nacli Potenzen von /( ordnen, die 
nieäi'igste Voieay. li''. Wir gewinnen demnach für tp{x,.-\-li) einen 
Ausdruck von der Form 

V('r + i)- 2 '-'''■■ 

und analog ist 

Die Coefficienten C,' sind hier gan/.e und ganz7,ahlige sjin- 
metiiisehe Piinctionen sowohl < 



rtJtj, «Kg, . , . «Kjf 

als auch der Grössen 

■'bA^, ÖAg, ... ftijv,', 

etc., 
also leelle ijanze Zahlen, dividiert dui'oh (j) — l)!. 

Setzen vm dann wieder r! statt Jf ein, so hebt sich der 
Nennei m ;f(?'m GJialu fort, jerfec Summand behält dabei den 
Factoi p und 

c) "^ ?>(«.• + ä) fei somit eine ganze dm-di p teilbare Zahl. 

Das gleiche ergiebt sich in derselben Weise für 

'^(p{lv'\-h) etc. 

Wir haben so drei Eigenschaften des 9, weiche ganz den 
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frülier beim Hermite' sehen Satz entwickelte e Eigenschaften von ip 
entsprechen. 

3. Nfioh diesen Vorbereitungen wenden wir uns zu dem 
Beweise, dass die angenommene Gleichung 

«.+ c, («"'+ <|"'+ -■ + ■>"') + c, («'■+''■■+■■•+«'■'')+■■— 

nicht richtig sein kann. Zu diesem Zweck multiplicieren wir sie 
mit 95 (ft); 

C. »(») + C, (/>('.) + «"■ f (»)■■■ e"' 9> W) + ■■■- 

und versuchen, jede der auftretenden Summen 

"xn^ 'XAiH- + 'vy(n etc 

e p g ize Zahl uni einei Bruch /u spalten Dies wirl um 
t Kle n gkeit u i tai dhchei als frtthei k kai n an 1 h n j 1p\ 
eil gleirh % -{- k wii müssen da n le \1 Dlutei Beti-aj, 
K I = + y*« + « ^ heianziehen 

Ein Grl el der oh gen '^umme st 

Sehen wu von dei C natanten \\ t, ist dei einzelne Bestand 
teil dieses Ausdruckes e'/t und diesei la st ich wie frahei gezeigt 
wuide folgend ennassen sehreiben 

Ersichtlich ist jedes Glied der Reihe 

*^ + 7' + 1" + (V+lVfr + 2) "* 

dem absoluten Betrage mu'h kleiner als der absolute Betrag des 
entsprechenden Gliedes in der Eeihe 

'--'+;:+;■;+■■■■ 



7TT + oT-"i7F+ 2) ^ 
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WO qr,x eine complexe Grösse bedeutet, deren absoluter Seirag kleiner 
als 1 ist. Somit ist 

«'S- _(;, + «)' + ,,, ,,■■«>, 
'X'O - 2 ■=''''" - 5^ '-'('' + «)' + 2 '■'"-«'« " 

-f ('> + «) +^''V«„,»'«!" . 

Jfaclien wir dieselbe Spaltung mit jedem Gliede der Summe 

e"X/.) + «">('0 + --+'"'>(*), 
so wird 

/>{;.) + »•>(/.) + ■■■ + />(*) 

Ebenso verfahren wir mit allen andern in der vorgelegten Glei- 
chung auftretenden Summen, und diese nimmt dadurch folgende 
Gestalt an: 

c,»(;o + 0,2" „(;, + ,,,) + c, 2 »p, + j.) + ■■ ■ 

+ oi^ 2'" ''■■'''" + '''^2''- '^■'■:^.'.+ -\ 

Nach 2 b. kann man nun durch ein hinreiehead grosses jj 
^, '' ; CrK'' beliebig klein machen, um so mehr gilt dies, da 
1 3j-,ji j < 1 ist, für- ^, '' e,. »''q,;x und auch f(h- e""' ^r c,- k'' q,;x und 
fiir ^i ** ^f e "'' c Jt ' 3 ,j etc Da femei die Coefftcienten C endlich 
und in endliehei Zahl voihanden suid %iiid che ffame nvute litAe 
de)- Gleiditmg mit unbegrenzt nathsendefti p he^tebig Tdm> 

Die eiste ßeihe ist eine Summe von lauter ganzen Zahlen 
Unter diesen ist nach 2a und nach unserei Voraussetzung, dass 
i3> jCfl die erste durch p nicht teübai wahrend alle übngen 
nach 2l durch p teilbai sind Die mfizi ei^^tc Beiht /st also 
eine duiih p mdil teilbart und des/tttlb von Null letsüiiedmi. Zahl 
Damit haben wii den m Aussicht genommenen Widerspiuoh — 

4. Wi) schielten weitei m einem phenfalh von Lindemann 
avifgestellten ^at/e welchei dei Foim nach, viel ill^emeinei ist 
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jetüt bewiesene, dessen Beweis wir aber sofort nuf den 
Satz zui-ücbflUiren und den wir deshalb als das Linäe- 
CoroUar bezeiehneE, Wir sagen zunächst: 



= Co'+ C^V' + CjV' H , 

wo die Coefficientm C t/ame Zaiilen darstellen, ist unmögUcli, awli 
ioenn die Exponenten Kj, ij, . . , unverhmpfte algebraische Zahlen 
iedenien. 

Um diese Behauptung ku beweisen, stellen wir neben obigen 
Ansdnick alle diejenigen, welche sich ergeben, wenn wir auf alle 
Weisen statt »^ der iteihe nach die lugehörigen algebraischen 
Zahlen 

nud siatt i, die entsprechenden 

h, 'Lj, . . . i.v' 

Kct^oiL ütfultipli eieren wir dann die so gebildeten Ausdriicke mit 
einander, so ei-lialten wir ein Produet 



/7 ic; +£•,-."• + c;,- 



= 1,2,... K 
= 1,2.-.. A"' 



■<-; + «.('"' + «'■ + ■■■ + '"■) 
+ «,(«•+'. + ,'.+-. + ■..) 

+ C,{^.+'- + ,'■+'■• + ■ ■) 



+ 

Die Espunentpn von ( in den einzelnen Klanmiein sind sym- 
metiisch aus den (wossen «, l /usammengesetzt sie hilden also 
jedesmal die "Wui/eln emei algebiaischen Gleichung mit ganz- 
/^Iigen Toefiicienten und sind demnach m''<tmmenffeliOrige alge 
hiaische Zahlen Unsei Product i^llt sonnt unter den Lindemann 
sehen Said und kann daher nicht versfhwmden Es bann also 
auch Itemei syinei F^ctciei „leih Null ein T>dmit ist utis'ie 
Behauptung bei 
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letzt leiten wii eine aofh allgemeuieie BehEiuptiin!; al), indem 
wii \oiiussetzen, ilass in dem Polynom 

mckf )("■!! <he X, l bondern muh dtf Cocffiai-nfen C unverlmüp/fe 
fik/cbiaiidie ZaJilm "äewi dmfew Wii sagen, lüaas aufh em solche}' 
J.M.sdn*cft ntdif venckwindcn lann 

Der Beweis veilauft ^enau so, wie sofibfn Wir stellen 
neben unseren Ausdruck dlb diejenigen, welche sich eitjehen, wenn 
fui f dei Eeihe nach die ihm zugehörigen ■ilKehrai'^ehen Zahlen 







c." 


', c." 


, . . . c/ '■' 






gesetzt we 
mit einand 


rden, : 


Multiplieieren 
a-halten wir e 


wir die so 
in Product 


gebildete! 


•1 Poly. 




n 


{(?o"'' + (?i'^'e" + ft''^ 


,'■_[.... j 








7' 


= 1, 
= 1, 


2, , , , ?i;^ 






wo die Ooi 


;ffieiente 


+ ■ 

+ ■ 

.11 ü gan 


LH symmetrisclie Functionen 


der Gix 






0.'", 

c,"i, 




^C.) 

c'^'' 

















luid dabei latiouale Zahlen fini 

Em solcher Aiis>dnii>k kann aber nach unseiei eben bewiesenen 
Behauptung nicht verschwinden, und wii haben danut das Zhule- 
manri •^chf CtnoUat in semei allgemeinsten und lemsten Fonn 
gewonnen 

Fs x-it umnöifhfli ilass die 7ahl c einei Gletchrnq ton de» Form 

(-. + r +( < + -" 
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ffmilffr u<j}l de Lqone l-n y, l c I ] f ff en 

ten Cp C Tj «Igeln afche Zolim siw? 

Wir können auch sagen 

TI nn eme Glnchung lon rfe» Form 

r„+t^^ + r^+ =0 

'•orliegt Kynnri, he hj.p<menien unä Coeffuenfit 1 frleel / 

nickt f,amlhcli alffiha s Je Wahlen ^ ii 

5 Aus dem Lindemann sehen Coioilar lasst sieh eine fieihe 
interessantei Folgerungen ziehen Zunarhst eigieht sich aiii ihm 
die Ti anstenden' on m gan? vci elbst Wir knüpfen ial ei in 
die meikwilrdige Fuimel 

1+ '-0 
an. Die Coeflicienten dieser Grleichung 'sind algebiaiseh ilao ist 
der Exponent m nicht algebraisch d h jc i«f eme h anscendenfe Zoll 

6 Weiterhin betia hten wii d e Function y ^ <f 
H er sehe nt dei Fill 



im W idei&pruch mit unsnin Sätzen ubei die Tian cei deu^ dei 
Zahl t ^u stehen Wu mfis&en dazu henieiken da s der Fall 
des Exponenten (t \ n uns von ycme heiem stillschweigend aus 
gesehlos=!en wai Das von uns. früh« Jenutzte Polynom rp wurde 
ftlr den Exponenten Seme wesentli hen Eigenschaften veilieien 
und damit w ei leu naturlich unsei e Satze ungültig 

Abgesehen von diesem einen Falle r ^^ j = 1 ist nach 
dem Lindemann sehen Coiollai die Exponentialfunction j/ = c* 
X ^ log nat y so beschaffen dass y imd x d h Numerus mid 
Logmtthmit. h atwltdieft Sytems Kichf gletüt'mhii algch atsrj 
sein Aöttnen Einem ilgehrai chen Weite von i entspiicht ein 
transeendentei ^ ert ^rn und umöekehrt Tedentalls ein sehi 
merkwürdiger Satz 

Constrmeren wii die Curve >/ = t'^ ('s Fi^ \I dei Tafel) und 
maikieren wir sämtliche algehiaische Punkte dei Ebene so windet 
sich die Cunre zwischen diesen Punkten hindurch ohne je mit 
einem deiselben (aussei m ^ ^ () y ^ l) zusammenzutieften 
Der Satz bleibt bestehen auch wenn man fin 3 und y beliebige 
compleie Weite nimmt Die E^ponentiilcurve ist demnach in viel 
höherem Sinne tianscendent als man gewöhnlich meint 

7 Eine weitete Folgerung des Lindemann sehen Corollars ist 
die m letmelhm ^ um t etsteJiend Ti miieendef» dei Cwte odei 
1 I, ic / = ( d hJ Je Fl t mi 
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G4 Der Integiuph. 

Die Function y = arc sin x ist definiert durch itie Gleichung 
2ix = e^ — e-'>. 
Wir sehen also, dass auch hier x und y nictt gleiclizeitig n.lge- 
braiseh sein können. Ausgenommen ist der Punkt x = l>, ?/ ^= o. 
Oder, wenn wir es geometrisch aussprechen sollen: 
Die Curve 

ij ^ arc sin x 

<fehi (s. Fiff. XI) -ivie die EirponentiälciM'i}e durdt keinen alffehraisrhen 
Punkt da' Ebene (abgesehen ron * = 0, j/ = O). 



Anhang. 

Der Lindemann'sche Satz beweist die Transeendenz der Zahl jt, 
uud damit fet das alte Problem der Quadratur des Kreises in 
negativem Sinne beantwortet, jedoch in viel allgemeinerer Weise, 
als es urspränglich gestellt war. Nicht nur ist es unmöglich, w 
mit Zirkel und Lineal zu construieren, sondern es giebt auch 
keine durch eine ganzzahlige algebraische Gleichung definierte höhere 
Curve, von welcher n die einem lationalen Werte dei Absuäse 
entsprechende Ordinate ist. Eine wukhthe C'on^tiuction von sr 
kann also nur mit Hülfe einei tianscendenten Curve ausgefllhit 
werden, und wir miLssen (sofern es suh um wiiklithe (.omjtrut.tion 
handeln soll) zu Zirkel und Lineal einen „tianstendenten" Apparat 
adjungieren, welcher diese Cui-ve m einem Zuge liefert Eui ■^olchei 
Apparat ist der Integrapli, wekhei neueidings von einem lu'isisohen 
Ingenieur Abdank-Äbakanowicz er'ionnen und be-ithneben und 
von Coradi in Zürich hergestellt worden ist 

Mit Hülfe dieses Instrumentes kann man /u einei geg^-bpuen 
Curve ?/ ^ /"(a;), der „Differential cui-ve ', die /ugehoiige „Integi'il 
curve" Y=F(3.), wo 



F{^)=Jf(i)di, 



constiuieien Zu diesem Zwecke fuhrt man den Integraphen so, 
dass ein mit ihm veibundener Stift, dei „Pahratift", die Differential- 
curve duichiauft, dann zeichnet em zweiter Stift, der „Zeichenstift", 
die Integialcurve Was die naheie Beschreibung des sinnreichen 
Werkzeuges betrifft, so müssen wu auf die Originalabhandluiig 
(deutsch bei Teubnei 1889] verweisen 

Wir können hier nur das Pnncip angeben. Pur jeden ein- 
zelnen Punkt dor Differentialcurve ;(/ = fU) coiistruiere man sieb 
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Der Integi'iipli, 



6ö 



das HülMi-eieck, welches die Punkte (x, y), (x, O), {x — 1)0) 
au Ecken hat. Die Hypotenuse dieses rechtwinkeligen Dreiecks 
bildet mit der Äbscissenaxe einen Winkel, dessen trigonometrische 
Tangente ^ j/ ist. Bähe)- ist diese Mypotemtse der im mffeherigcn 
Pmkte X, Y der Integriüourve hetiihrenden Tcmgmte parallel. Die 
Aufgabe des Apparates wird hiemach sein, den Zeit^ensHft paraUel 
mU der wcchsünden Eichtmig äe^- gmamdm Hypotenuse fortrikken 
SU lassen, wäki-end der FaiwsÜft die Bijfm-mikäiyarve Übersirdcht. 
Dies wird einfach dadurch erreicht, dass der Zeichenstift mit einer 
vertical gestellten seharfrandigen KoUe Yerbunden ist, deren Ebene 
sich allemai parallel mit der genannten Hypotenuse einstellt. Diese 
Holle wird nämlich durch ein Gewicht an das Zeichenpapier stark 
angepresst, und dadurch vermag ihr Beröhrungspunkt nicht anders 
als in der Richtung der Eolieiiebene fortzuschreiten. 

Der Integraph wird vielfach in der Praxis benutut, um be- 
stimmte Integrale zu berechnen; für ans ist seiue Anwendung zur 
UoDstruction von re von besonderem Interesse. 

Die DifEerentialcurve sei ein Kreis 



1 ist- die Integi-alcurve : 
Die Cnrve besteht au 



r Reihe congi-uenter Cur 
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Die Abschnitte iuif dei 
den Seitenlinien f^ . y 



jiiittlereii Linie sind 0, ■ 
- ■ ■ ■ . Setzen wir also ■' 
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